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INTRODUCTION 


CONSEILS INDISPENSABLES 
POUR L'ÉTUDE DE CET OUVRAGE. 


Je suppose que celui qui étudiera cel ouvrage a déjà 
lu et étudié le volume de cette CoLzEecrion intitulé : 
Pour Comprendre l'Algèbre. Dans celte dernière Initia- 
lion, je ne me suis pas embarrassé de programmes 
officiels concernant tel ou tel examen. Mon bul, avant 
tout, était de faciliter l'élude de l'Alsæèbre à ceux qui 
n'onl pas le moyen de suivre des cours, encore moins 
celui de se payer le luxe de icçons particulières. 

Nombreux, pensais-je, sont les jeunes gens qui, 
après l'école primaire, éprouvent le désir de connaître 
la Géométrie, la Mécanique, la Physique, etc, Loules 
scicnces qui Supposent au moins une teinte d'Algèbre. 

Quant aux élèves de l'enseignement secondaire, 
j'avais cru naïvement qu'ils n’avaient que faire d'une 
Initiation, puisqu'ils élaicnt pourvus de professeurs 


savants, préposés à leur iustrucLion. 
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Je m'étais grossièrement trompé : des milliers de 
lettres de mes jeunes lecleurs m'ont fait connaître que 
très peu nombreux sont les sujets qui, sortant des 
écoles primaires, ont à cœur de complèter leur ins- 
truction pour s'élever au-dessus du commun et goûler 
des joies intellectuelles. Les journaux de ciné et de 
sport suffisent grandement à leurs besoins. 

Et, à mon grand étonnement, la CoLrecrTion tout 
enlière des Pour Comprendre est surtout étudiée par 
les jeunes qui font leurs éludes secondaires. Pourquoi ? 
Parce que ces derniers ne trouvent que très rarement, 
pour ne pas dire jamais, dans leurs cours diciés ou 
dans les volumes classiques mis entre leurs mains, la 
clarlé nécessaire à une facile compréhension. 

Mais alors, il devenait évident que Paur Comprendre 
l'Algèbre, par exemple, élait notoirement insuffisant 
pour préparer un examen du genre Baccalauréat. 

C'est ce volume que je leur offre aujourd’hui. J'y 
développerai les notions inscrites au programme de la 
classe de mathématiques. Mais ici, entendons-nous 
bien : comme ce programme — disons le mot — est un 
pot pourri des plus hétérogènes, qu'il comprend à la 
fois des nolions de Géométrie analytique, de Trigono- 
mélric, d'Analyse, telles les dérivées, et même un 
commencement de l'étude du Calcul intégral, on 
concevra qu'il est impossible, en raison du nombre de 


pages imposé par le prix, de traiter en un seul volume 


—_(t 
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et avec la méthode pédagogique que j'emploie et qui a 
fail ses preuves, tant de notions si disparates et si 
étendues. 

Si un élève qui prépare son baccalauréat désire vrai- 
ment profiter du secours que lui apportera ce nouveau 
volume sur l’Algèbre, je lui conseille auparavant d’étu- 
dier dans l'ordre que je vais lui indiquer les ouvrages 
suivants de la Collection. 

L'Algèbre évidemment ; puis la Géométrie plane. 
Dans la Géométrie dans l'espace, 11 trouvera, à la fin du 
volume, des explicalions claires sur les courbes 
usuelles : ellipse, parabole, hyperbole, notions dont il 
aura bientôt besoin pour saisir toute la portée des 
représentalions graphiques des équations du 2° degré; 
puis, dans le même volume, il pourra commencer à 
s'initier à la Géométrie analytique. 

Qu'il n'hésile pas alors à attaquer aussilôt après, 
Pour Comprendre la Géométrie anulyligue. Ce volume 
n'offre aucune difficullé, malgré son Litre quelque peu 
effrayant, C'est que, pour faciliter auxélèves cette partie 
forLintéressante des mathémaliques,je mesuis astreint 
à ne jamais faire appel aux dérivées qui « embrouil- 
lent » même les mieux doués, au moins dès le début. 

Pour comprendre le Calcul différentiel pourra venir 
à la suite ; les notions que j'y développe sont très 
simples, et permettront ensuite de suivre faciloment 
les cours du professeur. 
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L'élève pourra alors mencr de front la Trigonomé- 
trie οἱ la fin du Calcul différentiel. 

Enfin, je conseille fortement à ceux qui préparent 
le Baccalauréat, de commencer le Calcul intégral: 
les premières leçons les aideront à comprendre les 
fonctions primitives qui sont au programme. Dans 
ces conditions, Pour continuer l'Algèbre sera facile- 
ment assimilé et son étude ne sera qu'un jeu. 

Ce dernier volume n’a pas d’ailleurs la prétention de 
contenir {out le programme de la classe de Mathéma- 
tiques. L'élève, en l'étudiant, se souviendra que nombre 
de questions ont été traitées dans les précédents 
volumes et qu'il les chercherait en vain dans celui-ci 
il n’y sera donc queslion, par exemple, ni de dérivées, 
ni de progressions, ni de logarithmes, ni de puissances 
primitives, qui ont élé étudiés précédemment. Ici, 
nous ne ferons que de l’Algèbre proprement dite. De 
même, volontairement, je me suis souvent contenté 
d'esquisser seulement cerlaines théories algébriques 
pour ne pas allonger ces leçons dont le but, avant 
tout, sera d'aider l'élève à mieux comprendre le cours 
du professeur ou l'ouvrage classique mis outre ses 
mains. | 


| 
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PREMIÈRE LEÇON 


LES MONÔMES ET LES POLYNÔMES 
LES OPÉRATIONS ALGÉBRIQUES 


Le programme que nous suivrons indique dès le 
début des notions sur les nombres positifs el négalifs. 
L'élève qui a étudié Pour Comprendre l’Algèbre est 
déjà familiarisé avec ces nombres (V.en parliculier, 
Pour comp. l’Algèbre, V° leçon ainsi que la Géométrie 
Analylique.) 


Qu'est-ce qu’un monôme ὃ 

1. Nous avons vu en Algèbre qu'il est souvent utile 
d'employer des expressions lillérales, c'est-à-dire de 
traiter les problèmes avec des leltres. On dira, par 
exemple, qu’un rectangle ayant a comme base et ἢ 
comme hauleur, à pour périmètre 2 a - 2 { Le 1/2 
périmètre sera @ + h. La différence entre la base οἱ 
la hauteur sera :a— hou +a—h. 

+ act — ἢ, sont des lermes algébriques, c'est-à- 
dire des qualités séparées par les signes + ou —. De 


même, l'expression -- a -— b +- h contient trois 
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termes. + 6 a? ὃ ou 6 a b est un terme posilif ; 
— ὃ m'est un terme négatif. On appelle alors monôme 
une expression qui ne contient qu'un seul terme (du 


grec, monos, seul) 


2 Εν ἢ 
Exemple ‘ — ὃ a?; no rs sont des 


monômes. 


Qu’est-ce qu’un binôme ? un trinôme ὃ 

2. Si l'expression renferme deux termes, nous avons 
un binôme, comme dans α3 — b? ou a --- ὃ. 

Dans le trinôme, nous voyons 3 lerines, comme 


dans cette expression que vous connaissez : 


αὖ +pr + ἢ. 


Qu’est-ce qu’un polynôme ὃ 
3. Enfin, dans le polynôme (de polus, plusieurs) 
nous avons un nombre quelconque de termes. 


Exemple: —3@ - 4 α ὃ ---- ὃ αἱ B+4c. 


Termes sernblables. | 

4, On appelle termes semblables ceux qui sont 
composés des mêmes lettres affectées des mêmes ex po- 
sants. On ne tient compte ni des signes, ni des coeffi- 
cienls. Ainsi, dans le polynôme 


— 3 αὐ + 4 à br + 12 α — 6 αὐ b? +4 δ, 


les Llermes— ὃ a? et -Ἐ 12 a sont semblables : il en 
est de même de + 4 α b? qui est semblable ἃ — G as b*. 
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5 ab? — 3 ab —- = ab? sont encore des termes sem- 


blables, puisqu'ils ont les mêmes leltres affectées des 
mêmes exposants. 

La valeur numérique d’une expression littérale 
s'obtient facilement dès qu’on donne aux lettres des 
valeurs en nombres. 

Supposons qu'on ail l'expression : 


ser . Sia = ἘΣ et ὃ —= 7, cette expression 
deviendra : 
3 x X 7° ei ou 3(3X7—1), 
. 2/3 ; 2 


ce qui donne, pour valeur numérique de l'expression, 
le nombre 75 630. 


Comment on fait une addition algébrique. 

5. Ily a en Algèbre, comme en Arithmétique, 4 opé- 
rations. L'addition s'effectue d’une façon très simple ; 
il suffit d'inscrire les quantités à addilionner les 
unes au bout des autres sans changer les signes. 

Exemple : Pour additionner a’, 8&b, Ga*b?, 5, 
— 20%, nous écrirons : 

a -ἰ 8αϑὺ + θα5 0"... pr — 202. 

Dans la pratiqus, on place les termes semblables 

les uns au-dessus des autres, et on opère les réduc- 


tions en même temps que l'addilion. 
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Soit à addilionner 3a + 3b — Acet 3a — ὃ + 2c. 


On écrira : L 3a + 3b —4c 
+ 3a— δ - ὃς 
Total — + θα + 2b — 2c. 
Soil à additionner 3a?b - 2ab? et 8a?b + 2ab3. 
On écrira : + 3æb - 2ab? 
+ S8ab +: 2ab3 
Total — + 11a2b + 0 


(Les deux derniers termes se détruisent) 
denc la somme — 114*b. 

6. Remarque. I. Dans beaucoup de cas, on se con- 
tente d'indiquer l'addition par le signe + qui sépare 
les quantilés à addilionner mises entre parenthèses- 
On mettra donc (dernier exemple) : 

(3a2b — 2ab?) + (8a?b + 2ab?). 

7. Remarque. II. Pour facililer les opérations, il 
sera toujours utile et plus élégant d’ordonner les poly- 
nômes, c'est-à-dire de ranger leurs termes de façon 
que les exposants des mêmes lettres aillent en crois- 
sant ou en décroissant. Ainsi, si l’on nous donne ie 
polynôme : 

— 24 b? + Ἐ θα! + ab + 7ab, 
nous ferons bien de l'écrire sous cette forme : 
θα' + 7a%b — 2a2b? + abs 
où nous voyous qu'il est ordonné par rapport aux 
puissances décroissantes de a οἱ d'après [65 puissances 


croissantes de b. 
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8. Comment on fait une soustraction algébrique. 

La soustraction en Algèbre esl presque aussi simple 
que l'addition. Pour faire une soustraction, il suffit 
de changer les signes de la quantité qu'on veut sous- 
traire et de l'écrire à la suite de l’autre quantité. 

Je rappelle à ceux qui l'auraient oublié qu’un 
terme qui n’a pas de signe cst toujours censé avoir le 


signe +. 


9. Exemple : De δὰ - 3b relrancher — 2a + b. 

Au bout de 2a {- 3b j'écris - 2a — ὃ, c'est à-dire 
que j'écris la quantité — 2a + ὃ (que je veux sous- 
traire) en changeant les signes οἱ j'ai : 

2a + 3b + 2a — b = 4a + 2b. 
On peut indiquer ainsi celte soustraction : 
2a + 3b — (— 2a + ὃ), 
mais alors on se rappellera que le signe --- placé 
avant la parenthèse affecte Lous les termes qui y sont 
renfermés et non pas le 1er terme seulement. 


10. De 5a —- 2b retrancher 3a — Ab +- c 
ou 5a -— 2b—(3a — Ab + c) = 5a - - 2b — 
— 3a + 4b — c. 
En réduisant, on a : 2a + 2} ---- α. 
11. De Aar? — 3a?2s + 5añx! — br + ba, 
retrancher — 2ax? + 3a?x° + Δα" τὶ 
el trouver le resullal pour a = 1; x το οί ἢ —3 
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Différence - θα — Ga?x! + dat — - ὃχ" + b? 
= 24 — 48 + 16 — 96 + 9 -- -- 95. 

Au cours de Pour comprendre l’ Algèbre, nous avons 
effectué maintes fois des mulliplications algébriques 
simples ; nous avons même montré comment on mul- 
tipliait a - b par a + ὃ (n° 120) etc... Cette fois, nous 
allons voir vraiment les règles de la multiplication. 


Comment on fait une multiplication algébrique. 

12. Pour faire une mulliplication algébrique, le 
micux est de commencer toujours par la gauche ct 
nous donnerons bienlôt des exemples. Mais, attention 
aux 4 règles à observer. 


1. Règle des lettres 
2. Règle des coefficients 4. Règle des signes 


3. Règle des exposants 


Première règle (des lettres.) 

Le produit de plusieurs lettres s’indique en les écri- 
vant les unes à la suite des autres sans les séparer par 
aucun signe. 

Exemple: Pour multiplier a par b, par c par d, on 
écrit simplement: abcd ou acbd, puisque l’ordre des 
facteurs n’altère pas le résultat. 


2e Règle (des coefficients.) 

S'il se trouve des coefficients, on commence par faire 
leur produit, puis on place à la suite les lettres qui 
composent le facteur. 
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Exemple : 5 a multiplié par 3 b donnera 15 ab. 
En feet Sax 3b—5xX X3 X bou, en interver- 
Hissant l’ordre des facteurs : 5 X 3 X «a xX bou 15 ab. 


3e Rèsle (des exposants.) 

Commencons par un exemple : Soit à mulliplier 
a D? par a? b. 

αὐ δ᾽ — aaabb et αδϑ -- aab. 
Donc αϑ D? X α b = aaaaabbh = αὐ δ. 

Ainsi, lorsque les facteurs ont des lettres communes 
(a οἱ b dans l'exemple précédent) on ne les écrit 
qu'une fois au produit, mais on leur donne pour expo- 
sani la somme des exposants qu'elles ont dans [65 fac- 
teurs. 

Dans l'exemple ci-dessus, j'ai donc mis une seule 
fois a el ἢ. maïs j'ai donné à a l’exposant 5, en addi- 
lionnant3 et 2, exposants de a dans chaque facteur; de 
même, j'ai écrit δὲ puisque pour la même raison, 
be x δ" = D". 


4e Règle (des signes.) V. Algèbre n°8 9 οἱ 1923. 

On se rappellera que si les facteurs ont même signe, 
le produit sera posiif. Ainsi : 

La x +b= + αὖ οἱ — a X — ὃ = + ab égale- 
ment. 

Le produil sera né galif si les deux facteurs ont des 
signes contraires. 

Lax—b=—abet — a X + ὃ = — ab tyule- 
ment. 


Moreux. — Pour continuer l'Algèhre. 2 
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13. Exemples de mulliplicalions. 
Soit à mulliplier 4a? + 5ab — D? par x, on écrira : 
x (da? + 5ab — D?) = 4x + 5abx — br. 

En somme, æse trouve, au résultat, en facteur à 
tous les Lermes. 

Les deux équations ci-dessus étant équivalentes, si 
l’on donne la 2e par exemple, soit 4a?x + 5abx — b?x 
nous pourrons, souveut pour simplifier, l'écrire ainsi : 

x (4α3 + 5ab — 3) 


On dit dans ces condilions que ta élé mis en fac- 
teur commun. 


14. Parfois, le facteur commun amène une notable 
simplification. Ainsi, dans 
d'a — 2 — 2 (αἴ — 1), 


+? a été mis en facteur commun. 


15. Multiplication de binômes remarquables. 

Opérons les multiplicalions de a + ὃ par a + bet 
de a -— ὃ par α — ὃ. 

Nous disposerons les opérations ainsi : 


a ἰ- ὃ a --- ὃ 
α F"b α -- ὃ 
ad + ab α3 — ab 
+ ab + 3 Yan RRQURE 
a + 2ab + D α — 2ab + ὑ 
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Nous voyons que : 
(a + δ) (a + b) = a? + 2ab + b? 
(carré de la somme de 2 quantités) 
(α --- δ)(α -- b)=a — 2ab + δ᾽ 
(carré de la différence de 2 quantités) 
(v. l'iutcrprétalion Algèbre, πο" 120 et 121). 


16. Voyons maintenant le produit d’une somme par 
une différence, 
soit (a + b)(a — δ). 

Effecluant, nous trouverons pour produit : a — b? 
ou différence des carrés de a et de b. 

Lors donc que nous rencontrerons une expression 
de ce genre : m°— n°nous saurons que nous pouvons 
la remplacer par (πὶ + ΠῚ (m— n). 

Cette décomposilion en facteurs rend souvent d'ap- 
préciables services. 


17. Cube d'une somme de 2 quantités 1 
(a + δὴ)8 = αὐ + 8ab + ϑαὺ" +- bs. 
Cube d’une différence de 2 quanlites : 
(a — b}5 = as — ϑα ὃ + 3ab* — 3, 


18. Multiplication d’un polynôme par un polynôme. 

Cette opéralion, qui paraît compliquée, noifre à 
vrai dire aucune difficulté. 

On a soin tout d’abord d'ordonner les polynômes 
el ensuite on multiplie chaque terme du multiplica- 
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teur par tous les termes du multiplicande pour ohte- 
mir les produits partiels qu'on additionne finalement. 


19. Soit à multiplier 5 + ab — 88" par 3a° — 2ab 
+ b',ona : 
5a? + ab — 3P° (multiplicande) 
8α᾽ — 2ab +.b? (multiplicateur) 
+ 15a + 3a°b — Job 
— 10a%b— 2α" δ' + Gab? 
+ 5ab° + ab: — 804 
+ 15a! — 7α. Ga? ὑ3-Ε 7 ab — 3b1 (Produittotal) 


Produits 
| partiels 


Le mulliplicande et 16 multiplicateur étant 
ordonnés, le produit total se trouve également 
ordonné automatiquement. 


Comment on fait une division algébrique. 

20 On observe encore des règles concernant les 
cocfficients, les exposants, les lettres et les signes. 

1° On divisera les coefficients. Si l’on a 54af à 
diviser par Sa’, on obtiendra 6 pour cocflicient 
puisque 54 : 9 — 6; 

2° On soustraira les exposants. Ainsi a : a’ = a". 
Ceci est évident, puisque αὐ Χ d = α΄: 

3° Pour les lettres, il est clair que si une lettre se 
trouve au dividende et au diviseur avec le même 
exposant, cette lellre ne paraîtra pas au quolient 
Ainsi, at: α' = αἱ--ἰ τ-- αὐ — 1. 


LES MONÔMES ET LES POLYNÔMES 21 


Nous savons en effet que {oute lettre ayant zéro pour 
xposant, égale l'unité. Ce cas rentre dans celui des 
fractions 9 = 1; donc de même LATE lel α' = ἰ 

ὃ a at 
ou αὐ (!). 

Eufin, si une lettre se trouve au dividende sans être 
au diviseur, op l'écrira telle quelle au quotient. 

c'mx? 

CT 


Exemple : πῶς MZ ; 


4° Pour les signes, il suffira de retenir que : 
Si le dividende et le diviseur ont même signe, le 
quotient est positif. | 
S'ils ont des signes oontraires, le quotient est 
négatif, 
Donc + divisé par + donne + au quotient 


«-- D ..-- » + ) 
+ ἢ — » -- » 
— » + D — » 


21. Il peut arriver que diviseur et dividende ne 
contiennent pas les mêmes lettres, ou qu'une leltre du 
diviseur ait un exposant plus fort que dans le divi- 
dende, alors la division est impossible. Tel est le cas 
des deux divisions suivantes. On ne peut donc que lea 


indiquer ; 


12 ab et ah?c 
4ac, ab? | 
il 
(2) Nous avons traité de l’exposant zéro et de l’exnosant négotiy 
dans Pour comprendre le Calcul différentiel, n°° br et 8. 
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Division des polynômes. 

22. Soit à diviser 15at — 19a3b + 11a°b? — 8 αὐΣ 
par δα — 3 ab. 

Voici comment on dispose l'opération : 

15at —. 19asb + 11 ab? — 3ab° | 5a? — 3 ab 
-- 15at + 9 ab 3a° — 2ab + ὑ" 
1er reste 0 — 10a*b + 11 αδ5 —— 8 abs 
+ 10ab — Ga’b? 
2° reste... 0 + δα δῇ. - 3abt 
— δα" + 8.8 
3° reste 0 0 

Cette opération est calquée sur la division en 
Arithmétique. 

On dit : En 15a, combien de fois 5a? = 3u?. On 
multiplie 3a? par le diviseur et on trouve 15a‘ -- Jub 
qu’on enlève du dividende, c’est-à-dire qu’on inscrit 
sous le dividende en changeant les signes. Puis on 
abaisse le terme suivant, et ainsi de suite. 


EXERCICES ET APPLICATIONS. 
23. Soustraire (a —- b) — 2 (ὁ — ἢ) 
de 2(a— ὃ) ---- 8 (ὁ --- d). 
Solution. On effectue d’abord les mulliplications 
indiquées et l’on a alors à soustraire : 
a—.b—2c+2d de 2a-—2b—8c + 3d. 


On inscrit ce dernier et on met le premier au-des- 
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sous en ayant soin d'en changer les signes, comm 


ceci : 
26 — 2b — 80 + 3d 


— a+ h ΞΕ 26 —24 
Total a— b— c+ ἃ 

Comme la soustraction est déjà opérée, puisque les 
signes ont été changés dans la quantité à soustraire, 
il ne reste qu’à additionner les polynômes terme à 
icrme et l'on trouve : 

Réponse : a—b—c+ α. 

24, De (2a-- ὃ + 3c)x — (3a + 2b— c)\y 
soustraire (a — ὃ + 2c) x --(2a+ ὃ —-c) y. 

On effectuera d’abord [65 mulliplications indiquées 
et on opérera comme dans l'exemple précédent en 
ayant soin de mettre x et y en facteur commun. 

Réponse: (a+ c)x--(a + b)y. 

25. Mulliplier a + 4b —c par α-- 4 + c 
Ecrivons les opérations sous cette forme : 
a + (Αὐ — cc) X a — (4 —- c) 
ou micux [a+ (4b— c)] [a — (4b — ΟΥ7; 
nous avons ainsi à faire Le produil d'une somme de 
2 quantités : a et 4b—c, par la différence de ces 
2 mêmes quantilés. 

D'après le n° 16 nous savons que ce produit égalo 

la différence des carrés des deux quantités, soit : 
a? — (4h — c)°. 
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Effectuant, 1} vient : 

Réponse : & — 16h? + 8bc — οἷ. 

26. Mulliplier a — ab? + b? par a — 1. 
Réponse : as — at —— ab? + 2 ab? — ὑ3, 


27. Décomposer 2? — y? en deux facteurs binômes. 


D'après le n° 16 on ἃ :: 
y = (ὦ +y}(T— y). 


28. Décomposer αϑ —- a? en deux facteurs. 


ΠῚ suffit d'écrire a? — αϑ = a? (a — 1). 


29. Dire sans effectuer les carrés, de combien d’unilés 
le carré de 26 dépasse le carré de 25. 

Traitons le problème d’une façon générale, cela 
revient à nous demander la différence qui existe entre 
le carré d'un nombre nel celui d’un nombre n + 1. 

Le carré de n = nr, 

Celui den + 1 = nr? +92n - 1. 

La différence entre les deux vaut 

nm +2n+1—-n—=2n+} 1. 

Ainsi, le carré du second nombre 26 est supérieur 
au carré du premier nombre 25 de 2 fois le 101 nombre 
plus une unité 

ou (2 X 25) + 1 = 50 + 1 = 51. 
On peut vérifier : 252? — 625; 202 — 676: difié- 


reuce = Di. 
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az — b? c—d 


80. Multiplier παν POLE τς et simplifier le 
produit. | 
On opère sur ces fractions comme en Arithmétique 
et l’on écrit : 
RÉF ΕΞ. ἐἐ τ τ Ὡ ὰ 
c—d || α--ῦ (ς — d) (a — b) 
Barrant ς — den haut et en bas, il reste 
a? — ba (a + b) (a — δ) 
PR PS D per Zi NUE 
Barrant encore a — b en haut et en bas, il reste 
définilivement comme produit a + b. 
81. Diviser 1 — £ par + --- _ Ἢ 


Ramenons le dividende au même dénominateur : 


1 
De même, --- — = ———. 
μη 
Pour diviser deux fractions, on multiplie la 119 par 
la 29 renversée. La division proposée sera donc repré- 


senlée par cette multiplication : 


a? — αϑ Ὁ" πῇ (x? — αϑ) x 
1: T° — ax? αν (:t° —- ax) 
ἐξ τα νι Ξ (2 — a*)x 
α“--ὦ ,χ--α 


La dernière fcrme a été oblenue en divisant le 


produit au numérateur précédent par æ? et en divi- 
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sant de même par x? les deux termes du dénomi:a- 


teur, c'est-à-dire haut et bas par “5. 
82. Diviser : 
L'— 2 — 22 +3x— ὃ par à — x + 1. 
Voici l'opération toute disposée : | 
mi— 2 — 22 + 3x—3 | rx +1 
t'a — χϑ TRE 
0 O—32 | 3x7 —3 
+ 31° —3x +3 
0 0 0 
Réponse : x? — 3 pour quotient. 


83. Diviser χα — 1 par x — 1. 
Réponse : αὐ + x + 1. 
84. Diviser α — 1 par a — 1. 
Réponse : αἱ + αὐ + & + a + 1. 
25. Diviser 4x'—32x 52x<+2parx—x<+l. 
Lorsque dans le polynôme dividende ordonné, il 
manque un terme {ici, celui qui scrait en 43). on laisse 


sa place en l’écrivant pour opérer la division ; on aura 


donc : 
TUE — 3r—5% + 2 αἰ-- + 
ha Lie ie TENTE) 
O + d4ax—7x'—5x +2 | 
-- 4χ8}. 4x2 4x Le quotient est 
PART LINE τῶ PR 5. 4x? 1° Ag 23 
DATE + ASE Ὁ et il reste 
+3 — 3x + 3 < 


dt Ar met HSE Φ.  — 12% +5 
O —12z+5 | 
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36. Diviser τὶ -- 4 α x? +3 as par © — α΄. 
Opération 
φ'---4α5 5 + S3at, | 2° — a 
CRAN MEET 2? — 3a° 
0—3a x? | 3a! 
+ 863 x? —3at 
resle 0 
Le quotient est donc 2? — 3 a* et la division se fait 
sans resle. 
37. Diviser 4 αὐ ὃ» — 6 αὐ "5 + 8 αὐ ὃ par 4 a° b?. 
Lorsque le diviseur est un monôme et que Îles 


termes sont bien ordonnés on pose la fraction et Fon 
simplifie à vue. C’esl ce que nous pouvons faire pour 
la division proposée. Nous écrivons donc : 

4 αἹ δ" -- ὁ αἱ δ' -,δα δ  2ab—3-|4a 


SRE ul pe Dole OU 


Ici, l’on a divisé à vue le dénominateur et chaque 


terme du numérateur par 2 @ b. 


38 Trouver le quotient de 10 α3 ὃ" — 4 a δ' + 


6 αὐ ὃ par + 2 æ ὃ. 


Tous les termes du dividende, cette fois, sont divi- 
sibles par - 2 αὐ ὃ qui est le diviseur, nous écrirons 
donc le quotient à vue et nous aurons : 5 ab'— 2 αὖ 
+ ὃ à. 

89. Diviser αὐ ὃ - a par ab? + a. 

( ὑτυσο σα EE LT 
αὐ τὰ  a(b+1)" 
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Dans cette dernière transformation, nous avons mis 
a en facteur commun et maintenant nous pouvons 
diviser haut et bas par a: 
Ταῦ 1) ΟΡ το. 
αιδ' Δ δ-.-1’' 


C'est cette dernière forme qui est la réponse. 


DEUXIÈME LEÇON 


EQUATIONS ET INÉGALITÉS DU 1er DEGRÉ 


Nous avons effectué déjà des problèmes d'Algèbre 
et résolu nombre d'équations, maïs il sera bon de reve- 
nir sur des notions théoriques, ne serail-ce que pour les 


bien fixer dans votre esprit. 


40. Rappel de quelques notions. 

Une égalité numérique est ce que l’on appelle une 
identite. 

Exemple : 6 -Ξ-δ: 3 F2=5 
de même, (a + δ) = αἢ + D? - 2 ab. 
expression qui est vraie quelles que soient les valeurs 
attribuées à a οἱ à ὃ. 

Une équation est tout autre chose. Posons, par 


exemple : 


6 x +3 == 27. 

Ici, les deux nombres ne seront égaux qu’à la con- 
dilion d'attribuer à x la valeur 4. Si æ égalait 5, l’éga- 
lité indiquée cesserail d’être exacte. De même, si nous 
posons l'équation suivante du 2e degré: 


x + 16 = 10 x, 
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légalité ne subsistera que si nous donnons à æ [58 
valeurs 8 ou 2. 

Dès lors, toute équation est une identité condition- 
nelle. 

On appelle racines ou solutions d’une équation les 
nombres (ou le nombre) qui mis à la place des incon- 
nues (ou de l'inconnuc) transforment cette équation 
en identité : on dit alors que les solutions satisfont à 
l'équation. 

Ainsi, résoudre une équation, c'est en déterminer les 
racines. 

L'équation est numérique ou littérale : elle est algé- 
brique lorsque les deuxmembres sont des expressions 
algébriques comportant Les opérations ordinaires, Mais 
il existe des équations ou mieux, des fonctions dites 
transcendantes, comme les fonctions trigonométriques 
el les fonctions exponentielles : y — 10*, par exem- 
ple, que vous pouvez étudier dans le Calcul intégral 
(V. page 44). 

Une équation algébrique est dite rationnelle quand 
elle ne contient aucune inconnue engagée sous 
un radical. Elle est irralionnelle dans le cas con- 
traire, 

Une équation algébrique rationnelle est dite entière, 
lorsqu'elle ne présente aucune inconnue en dénomi- 
nateur. Dans une équation de ce genre, la somme des 


exposants des inconnues dans le terme où celte soimine 
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est la plus grande. nous donnera le degré de l'équation. 
Ainsi, l'équation : 

x — Gr? + 1 —0, 
où le plus fort exposant de l'inconnue est 4, sera 
classée dans les équations du 4€ degré. 


41. Discuter une équation (ou un système d’équa- 
tions) où figurent des quantités provisoirement indé- 
terminées — qu'on nomme paramètres variables — 
c'est chercher, suivant 168 valeurs de ces paramètres, 
le nombre des solutions de l'équation (ou du système). 

Nous avons déjà donné des exemples de discussion 
algébrique dans les précédents volumes, nous n’insis- 
terons donc ici que sur les cas d’impossibilité et d’in- 
détermination. 

Discutons, par exemple, sommairement l’équation 

(π13 ---- 1)xz = m— m— 2, 
où m représente un paramètre variable. 

Nous aurons pour valeur de x: 


[1] TI ΞΞΞ RARE T RS LP 


Si m?— 1 ou (m— 1ν (πὶ + 1) n’est pas égal à zéro, 
c'est-à-dire si m n'est égal ni à + 1, ni à — 1, la solu- 
tion précédente est celle qui convient et on peut 
l'écrire sous cette forme : 

πὶ +1)(m—2 Πι- - 2 
7. FD + ne EE 
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en simplifiant, et en divisant haut et bas par (πὶ + 1) 
qui n’est pas nul. 


Mais si m — + 1, l'équation [1] devient 0 = — 2, 
donc impossibilité. 

Si πὶ — — 1, celte équation devient 0 = 0, d’où 
indétermination. 


Résolution d’une inégalité du premier degré. 
42. Nous savons en quoi consiste une ἱπόσαϊ 6 : 
c'est l'expression de deux quantités dont l'une est plus 


grande que l'autre, par exemple : 


x AVE ee 
He TON 
Nous pouvons la résoudre comine une véritable 


équalion. Chassant les dénominateurs nous aurons : 


21 x — 030 >> 24 + 14 x: 


d'où 7...» 24 + 630; 
Fe -ς 654 
d où z τ - 7 . 


Ce qui signifie que l'inégalité sera toujours vérifiée 
pourvu que nous donnions à x des valeurs supéricures 
à 64/7. 

En somme, une inégalilé du 1 degré à 1 incon- 
nue se ramène à la forme générale a x >> ὃ. La réso- 
lution consiste à déterminer les valeurs qu'il faut 
à x pour que subsiste l'inégalité. 

L'exemple précédent, pris à dessein, n'offre aucune 
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difficullé, mais tous les cas ne ressemblent pas à 
celui-là. Dans la résolution des inégalités, ilne faul 
pas perdre de vue certains principes que nous allons 
cnuinerer. 

1° Dans une inégalité, il est toujours permis d'aug- 
menter ou de diminuer les deux membres d’une 
même quantité. 

En clet, si l'on ἃ 64, on peut écrire 6 +2>- 
4 + 2 ou ὃ 5» 6. L'inégalité subsiste. 

2° On peut de même multiplier ou diviser tous ses 
termes par un même nombre positif 


En πὸ si nous avons 12.» 9, nous aurons aussi 


12 
ΟΣ ὭΣ ou 4 >> 8. 


Mais si ἢ on nulliplie ou si l’on divise les termes par 
un nombre négalif, il faut remarquer que l'inégalité 
change de sens. 

Posons, par exemple, 4 5» ὃ et multiplions 4 et 3 par 
— 2, HOUS AUlONS : 

4AX—2=—8 et 3x —2——6 
ct nous ne pouvons pas écrire — ὃ >> — 6, car c’est 
tout le contraire : il faut donc changer => en << οἱ 
nous devons écrire — ὃ « — 6. 

Si donc on change les signes de tous les termes, il 
faut changer le sens de l'inégalité ; car cela revient à 
multiplier Lous les termes par —- 1. 

De même, lorsqu'on réduit au même dénominateur 


Monæux. — Pour continuer l'Algèbre. 3 


34 POUR CONTINUER L’ALGÈBRE 


les deux membres, si le produit est négatif, il laut 
encore changer le sens de l’inégalilé. 

Celte remarque s'applique aux quantilés négatives 
qu'on élèveà une puissance paire, au carré parexemple. 
Ainsi si l'on a : 

6 > -—8, on aura 62 « — 8? ou 806 « + 64 ; 


car — ὃ élevé au carré devient positif. 


Formules générales pour la résolution d’un système 
d'équations du 101 degré à deux inconnues. Formules 
de Cramer. 

43. Deux équations du premier degré à 2 inconnues 
peuvent toujours être ramenées à la forme suivante : 

[1 az + by =c, 

[2] dxz+b'y=c, 

où les lettres a, b, c, et a’, b',c', représentent des 

nombres qui peuvent, suivant le cas, être posilifs, 

nuls, ou négalifs 

Résolvons ces équations par l’un des procédés con- 
nus (v. Algèbre n° 74 et suiv.); cherchons d'abord 
la valeur de zen multipliant les 2 membres de [1] par 
b'et ceux de [2] par b ; puis, retranchons La seconde 
équation obtenue, de la première, nous aurons : 

ab'x + bb'y— α' bx— bb’ y — cb! — be’. 

bb" y disparait el nous avons, après avoir mis æ en 
facteur coin mun : 

[3] ee Dr GCEr | 

ab — ba 
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Pour obtenir y, on use d’un procédé analogue ; on 
multiplie les 2 membres de [1] par a’ et ceux de [2] par 
a et, après avoir fail la soustraciion, on a: 


ac'— cu 

[4 = ob ba 

Ces deux formules sont faciles à retenir : il suffit 
de remarquer que leur dénominateur commun est 
formé des letires a et ὃ permutées (αὖ, ba,) ; on mel 16 
sione — entre les deux et on accentue la dernière 
lettre de chaque terme ce qui donne : αϑ' — ba. 

Maintenant, pour oblenir le numérateur de x, on 
remplace dans le dénominateur α Οἱ a par cet ο΄. 

Pour obtenir le numéraleur de y, on remplace, dans 
le dénominateur, b et δ΄ coefficients de y, par cet €’, 
quantilés connues. 


C'est ce que l’on appelle la rêgle de Cramen. 


Discussion. 

44. Deux cas sont ἃ distinguer, suivant que le déna- 
Minaleur cowmuan, ab! — ba', est différent de zéro 
ou égal à zéro. 

1 cas. ab! — ba! différent de zéro ou ab’ —ba' 7° Ο, 

Dans ce cas, il existe toujours, pour + el pour y. une 
valeur posilive, négalive où nulle qui vérilie les équa- 
Lions. 

20 cas. ab’ — ha! — 0 ou dénominateur nul. 


Ou peut alors envisager deux hypothèses. 
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1) Le numérateur est nul et on a à la fois : 
ab'— ba ΞΟ et ch'—bc —0. (A) 
On aura donc pour valeur de x = | 


Voyons quelle valeur prendra y dans ces conditiot 8. 
Des équalions (A), on Lire facilement : 


a b C b ad c 

, = —= 7 donc —=—;: (B) 
a b' ς ΡΣ a TA 
d’où ac =c4 ou ac — ca Ξε 0 


12 
Ainsi, la valeur de y est également; les deux 


équalions [1] et [2] sont donc identiques, l’une est 
multiple de l’autre et les cocfficients, comme les 
termes connus, sont proportionnels. d'après (B). Ces 
équations sont vérifiées par une infinité de valeurs 
dexetde y: il y a indélermination. 
On peut dire encore qu'au lieu de 2 équations, 1] 
n y en a qu’une scule, comme si l’on avait : 
ZT + 2y =4 
2x + dy = ὃ, 
équalions qui sont identiques. 
2) Le numéraleur n’est pas nul et l'on αἱ 
ab'— ba —=0 et cb'—bc';0 
et la valeur de x est de la forme Ὁ . 
Dans ces condilions, on peut voir qu'on ἃ: 


b 
τ 3 DT “τσὶ +, d'où ac — ca 0. 
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Donc, si le numérateur de + n’est pas nul, le nummé- 
rateur de y sera dans le même cas et la valeur de y 


Φ m pu + . 
sera aussi de la forme τος , Symbole de l'infini. Les 


équations [1] et [2] ne sont donc vérifiées par aucune 
valeur finie de æ ct de y ; elles sont incompalibles, 
donc impossibilité. C'est comme si l’on avait: 
x + 27 = 4 
2x + 4y = 1 
ce qui est impossible. 


45. Remarque. Si les coefficients a, α΄, ὃ, b' sont tous 
nuls, les équatious [1] et [2] deviennent : 
0.x +0.y=0c 
0.x+0.y =c 
Si cet c’ sont nuls, il y a indétermination. 
Si cet c' ne sont pas nuls, il y a imipossibililé. 


EXERCICES SUR LES ÉQUATIONS 
ET LES INÉGALITÉS DU PREMIER DEGRÉ, 


Nous allons donner quelques problèmes du premier 
degré à une ou plusieurs inconnues pour que Pélève 
qui ἃ étudié Pour comprendre l'Algèbre continue à 


s'ertrainer. 


46. Késoudre l'inégalité. 
6% 


3 
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Réduisons au même dénominateur, il viendra : 


40 x — 15 > 12 x + 20; 


ou 40 x — 12 x >> 20 + 15: 
ou 20 LD 

39 D At Ρ 

d'où “ τς PRÉ = 1,29. 


L'inégalité proposée est donc vérifiée pour toute 
Ὁ 
valeur de ΖΦ supérieure à Ἵ᾽ 
En effet, si nous faisons + plus pelit que 1,25, soit 
x = 1, l'inégalié 28 x > 35 devient 28 > 35, ce qui 
est inexacl. Si, au contraire. nous donnons à æ une 
valeur supérieure à 1,25 soil + τῷ 2, nous avons 


2 X 28 > 35 ou 56 55 35 οἱ l'inégalité subsiste. 


47. Trouver les valeurs de x posilives ou négatives, 
mais enlières qui salisjont simullanément les inéga- 


ἰός ἐ 
Ξ 


θα ᾿ >A4x+7 et ae < 9x + 25. 
La question revient à trouver des nombres entiers 
qui mis à la place de αὶ ne détruisent pas les 2 inéga- 
lités précédentes. Chassons les dénominateurs et les 
inépalilés proposées deviendronL : 
42æ2+5>28x+49 οἱ 8x -+-3<4:x 1 50 


À 44 47 
d'où 2> + ie BTS el À 


céft 


FRE, 


ΝΠ ὐ ELT 
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La première inégalilé exige que + soit supérieur à 
3 τ où 4 qui est le nombre entier immédiatement 


supérieur, 


La secoade inégalité exige que 2; soit inférieur à 


RES , fa 
11 -- ; il peut donc être au moins 11. 


Donc les valeurs entières que peut prendre æ sont 
comprises entre 4 et 11. Elles sont donc 4, 5, 6, 7,8, 
9,10 ct 11. 


48. Lorsqu'on élève αὶ — b au carré, nous savons 
qu'on ἃ (n° 15) {a — b} = αὐ + δ' - 2 ab 
Montrer que la somme a? + b? est toujours plus 
grande ou au moins égale à 2 ab, soit ς 
αΣ - b? = 2 ab. 
Faisons passer 2 ab dans le premier membre, il 
viendra : 
a + δ᾽ —2 ab > 0. 
Mais ce premier membre peut s’écrire (a — δ)" οἱ 
nous aurons : 
(a — b} > 0 
Celle fois, l'inégalité est évidente car la quantilé 
(a — b}? élant un carré reste toujours posilive donc 
supérieure à Zéro. 
: .. 4 
49. Prouver que st à la fraction Ἔ on ajoule son 


Ε 


: +4) ps. 
inverse, SO γᾶ la somme obtenue est supérieure à 2 
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οἱ qu'il en est de même quelle que soit la fraction 
envisagée. 


Pour résoudre ce cas qu’on nous dit général (d’après 


4 Fr . . LU 4 { 
l'énoncé) envisagcons une fraction liltérale, soit -- ; 


b 


b . 
SON 1HVCrse sera a et l’on devra avoir : 


Lys 

Si nous chassons les dénominateurs, nous obte- 
ΠΟΙ: 

dd += 32 ab. 

C’est précisément ce que nous avons démontré dans 
l'exercice précédent, on peut vérifier sur des nombres 
quelconques et en particulier sur 

5 
FLE 2. 

2 1. À 

On trouve en effet 10 ΠΣ ΠΣ τ ἘΣ ΧΟ 

50. On prolonge les côlés non parallèles d'un tra- 
pêze jusqu'à leur point de rencontre. Dire à quelle 
distance de la grande base se trouve ce point d’inler- 
seclion. 

Soient B la grande base du trapèze ; b, la petite baso 
(fig. 1), π' la hauteur du trapèze et ἢ la hauteur 
inconnue du grand triangle déterminé par le prolon- 
gement des côlés non parallèles du trapèze et qui 
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représente la distance (à la base) que nous cherchons, 
D'une extrémité de la petite base ὃ, menons une 
parallèle à l’un des côlés du trapèze. Nous formerons 
un petit triangle (à gauche) qui sera semblable au 
grand triangle. Soit ἢ’ la hauteur du petit triangle. 


ὡς 
z 


© rt - .. 


Les deux triangles étant semblables, lours hauteurs 
scronk entre elles comme leurs bases et nous pouvons 


écrire 5 


ἢ Β 
Π] τ -τΓ- 


Mais un simple coup d'œil sur la figure montre que 
D — BB — b. 
Remplaçons donc dans [1] δ΄ par sa valeur, nous 


aurons : 


ἢ ΙΒ 


K — B—b* 
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d'où 


) ! 
[2 Bh 


7 B—0 

Telle est la valeur de la distance à la base du point 
de rencontre des côlés non parallèles prolongés. 

Mais la formule [2] nous apprend encore autre 
chose. 

Puisque B est la grande base, le dénominateur 
B — b est toujours positif. Si b augmente, B restant 


f 


slalionnaire, B — b diminue; la fraction Du 


augmente et tend vers zéro. Lorsque b = B, le déno- 
minateur B -- pb devient égal à zéro οἱ l'on a : 
BR B h' 
ἄγεν τος a er D 

Cetle expression, nous l’avons vu (A/yèbre n° 104) 
prouve que les côlés se rencontrent à l'iufini, ou pour 
micux dire ne se rencontrent jamais, car 115 sort 
devenus parallèles puisque b égale B, et que dans ce 


cas, le Lrapèze s’est changé en parallélogramme. 


Nota. Un bon exercice pour les élèves consis- 
tera à remplacer les leltres de l'exercice précédent 
par des nombres, à calculer la hauteur À du grand 
Lriangle et ensuite à construire la £gure à l'échelle 
sur un papier quadrillé, par exemple, ou à l'aide 
d'une règle graduée et du compas. 


J'ai souvent entendu dire que la Géométrie 68 l'art 
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de trouver des propositions exacles à l’aide de figures 
fausses. C’est une boutade qui contient une part de 
vérilé, Mais, avec de bons outils, on arrive tout de 
même à l'approximation que l’on désire et je ne 
connais pas d'exercice meilleur pour fixer dans 
l'espril d'un élève les nolions abstrailes qu'on lui 
inipose. | 


51. Trouver deux nombres tels que leur somme, 
leur produil et leur quolient soient égaux entre eux. 

Appelons æ et y les 2 nombres cherchés; nous 
écrirons aussitôt les équations suivantes : 


[1] ὦ + y — ay (somme des 2 nombres = leur produ f) 
PELSE 2 (somme des 2 nombres — leur quotient) 


TFirons la valeur de x dans [1], 1 vient 
= 1} — y — y(T— 1); 
d'où 
ΤΣ 


[3] D ce 


Mettons cette valeur de y dans l'équation [2], 1] 


Vicndra : 


On a donc maintenant : 


τ 
“ΩΝ τ Ξῶ--ὶ 
1.--ἰ 
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qui devient, en réduisant au même dénominateur . 
α (ὦ ---- 1) - ἃ ΞξῷΈ (α - 1) (ὦ ---ὄ 1 

ou d—x+r=2 - 2x +] 

ou encore χ = 2 — 2% + 1. 

\ais comme x? se trouve dans les 2 membres, nous 
pouvons les supprimer et il ne resto que cette équa- 
lion du 1° degré : 

0-ἢ --221 ἘΙ| 
ou 25 --1 —=0 


toñé 22=1 ot #=- (ou 05) 


Si nous introduisons celle dernière valeur de x dans 


l'équation {3}, il vicudra pour g 


1 
RP PE OT VON 
RER Lean Ce 0 DIET PU IE DEF α 
5 
Les deux nombres démandés sont donc : 
l 
x = 0,5 où Ὁ θὲ} Ξε -ὶ 


On peul vérifier que leur somme, leur produit el leur 


quotient son égaux entré eux ; on ἃ en effet : 


somme : 0,5 —-1 = — 0,5 

produit : 0,5 x — 1 — 0,5 
0, 

quolient : Te = — 0,5 


52. Délerminer quelle distance existe entre un bateau 
qui esi sur un lac et une personne placée sur le rivage, 
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en sachant que le bruit d’une explosion produile sur 
le baleau a été transmise par l'eau, 4 secondes avant 
d'arriver par l'air, à l'oreille de la personne. On sail 
que la vilesse du son dans l'air est de 340 mètres par 
seconde, landis que sa vilesse dans l'eau est de 
1435 mètres dans le même lemps. 

Soit x le nombre de secondes qu'il a fallu au son 
transmis par l’eau pour faire le parcours du bateau à 
la personne placée sur le rivage. 

Pour arriver par l'air, il lui a fallu 4 sccondes de 
plus soit : αὶ + 4 secondes. 

La dislance parcourue dans l'eau est 1 435 X x. 

La dislance parcourue dans l'air est 340 (x -| 4). 

Ces’ distances élant les mêmes, on peut écriro 
l'équation : 

1435 x = 340 (x + 4). 
On entire 


1430 z = 340 x + 1 360. 


; 1 360 
D'où En TOUR 
La distance demandée sera 
1 360 
1435 Χ τοῦθ — 1782 τὴ 20. 


Rép. Du balcau à la personne, on comple 
1 782 m. 20. 


53. Quelle est la distance parcourue par une voiture 
dont les petites roues ont Ὁ m. 80 de diamètre el les 


_ 
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grandes 1 m. 40. On sait que les premières ont fait 
2 000 tours de plus que les secondes. 
La circonférence des grandes roues est de 4 τη. 398. 
La circonférence des petites roues vaut 2 m 513. 
Appelons x la distance parcourue. 11 est évident que 
pour parcourir celte distance les pelites roues ont fait 


; “ἢ 
un nombre de tours égal à 5 513 


Les grandes roues ΟἿ fait pendant ce même temps 


T 


4,398 
Les petites roues ayant fait 2 000 tours de plus que 
les grandes, nous pouvons poser l'équation suivante : 


À ja MH 
5.515 — 4,39 | 2000 


on en déduit la valeur de αὶ οἱ l’on a : 
æ = 11 720 m. soit 11 kim. 726. 


54, Evaluer l'erreur dont se trouve affecté Le quotient de 
deux nombres, le dividende élant approché par excès et 
le diviseur par défaut. 

Solution lillérale Soitun nombre a — x à diviser par 
b + y.x élant l'excès sur le dividende et y ce qui 
manque au diviseur. 

S1 on remplace le dividende par a el le diviscur par 
b on aura Ἐπ . Tandis qu'en fait on à Se 


b ἜΠΗ 
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La différence entre les deux fractions, ou entre les 
deux quolienuls, ce qui signifie la mème chose, est : 
a a—x 
b—b+y: 
Effectuons l'opération, il viendra : 
α(ῤ +y)—b(a—x) HU SUD ER CRE 


ὑὼ + y ἧς bb +y) 


Si l'on supprime y au dénominaleur de celte der- 
nière fraction, la fraction est évidemment remplacée 
par une fraction plus grande, et si l'on désigne par e 
Ja différence des deux quotients, c'est à dire l'erreur 
dont se trouve aflecté le quotient approché, on aura : 


ay + DT 
b' 
Ceci nous mouire que l'erreur du quotient est 


moindre que le quotient oblenu en divisant par le 
carré du diviseur la somme des deux produits que 
l'on forme en multipliant chacun des deux termes de 
la division par l'erreur de l’autre. 


55. Deux automobiles partent à la même heure, l'une 
de Paris, l’autre de Nevers se dirigeant toutes les deux 
sur Marseille. La première Jail 60 Ailomèlres à l'heure, 
landis que la seconde n’en fait que 35. On demande à 
quelle distance de Nevers se rencontreront-elles, sachant 
que Nevers est à 315  ilomètres de Paris, 
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Soit + la distance de Nevers au point de rencontre. 
La 178 auto doit parcourir æ + 315 km. 
La 2€ aulo — æ kKilométres. 


Les temps employés seront respectivement : 


D SR SRE Er 
60 39 
Nous pouvons donc écrire: 
Le Ἴθι Lier. 
ἈΠ ΤΣ 
d'où 35 (x + 315) = 60 7; 
on tronve x — 441 kilomètres. 


Les deux aulomobiles se rencontreront donc à 


441 kilomètres de Nevers, 


56. Un nombre est composé de 3 chiffres différents ; 
si on le relourne, on forme un autre nombre. Démontrer 
que leur différence ne peul jamais être un carré par/ail. 

(Ge problème suppose qu'on connaît en Arithmé- 
tique théorique los théories élémentaires relatives aux 
nombres premiers). 

Solulion. Soïent a le chiffre des centaines : b celui 
des dizaines ; el c celui des unités. 


La valeur du nombre scra : 
100 a + 10b + ἃ. 
La valeur du nombre retourné sera ! 


100 ὁ + 10 b + a. 
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En retranchant la deuxième valeur de la première, 
on aura pour la différence : 
99a—99c ou 9M(a— ὦ) 
mais on saitque pour qu'un nombre soit un carré par- 
fait, il faut que lous ses facteurs premiers soient au 
carré, c'est-à-dire que leurs exposants soient pairs ; 
mais 
99 = 3 x 11. 

En raison de la présence du facteur 11, on voit que 
la différence des deux nombres ne peul être un carré 
parfait. 

Notre théorie démontre en même temps que la 
différence ainsi obtenue en retournant un nombre de 
3 chiffres est toujours divisible par 9 el par 11. 


57. Un marchand de grain mélange du blé coûtant 
260 fr. l'hectolitre avec du blé coûlant 290 fr. 50, et ily 
mel deux fois plus du deuxième que du premier. À cont- 
bien revient l'hectolitre de mélange Ὁ 

Soit x le prix de F'hectolitre de mélange, on aura : 

3 æ = 200 + (290,5 Χ 2) 
d’où x = 290 Îr. 33 


58. Combien faut-il allier d'or οἱ de cuivre pour oble- 
nir un lingot au titre de 0,900 pesant 1 550 grammes Ὁ 

(Pour résoudre les problèmes d'alliage, le lecteur 
qui n’est pas très au courant de ces questions, fera 
bien de revoir le n° 77 de Pour Comp. l'Algèbre.) 


Mongux. — Pour continuer l'Algübre. ἢ 
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Solulion. Soit x le poids de l'or, on écrira: 


Du ie 
| 1550 τὸ 
D'où æ = 1 395 grammes. 


Le poids de l'or étant 1 395 gr. celui du cuivre sera : 
1 550 — 1 395 -Ξ 155 grammes. 


09. Un plat en argent pèse 458 grammes au titre de 
0, 790 . Combien faut-il enlever de cuivre pour faire de 
l'argent au titre de 0, 900 2 

Solulion. Le poids de l'argent pur du plat est: 

458 X 0, 790 


Le nouveau poids sera x au titre de 0, 900. On aura 
alors : 
æ X 0.900 — 458 x 0, 790 
458 x 79 


Oui 1 ΞΞΞ 402 gr. 022. 


Poids du cuivre à enlever : 
458 — 402, 022 — 55 gr. 978. 


d'où € — 


60. Tout nombre impair qui est un carré parfait est 
divisible par 8, après avoir élé diminué de 1. 

Par exemple 49 qui est impair et carré parfait, si 
nous le diminuons de 1, donne 48 qui est divisible 
par δ. On peut voir qu'il en est de même pour 81, 
225, 169, 729,.. οἰο... Mais il faut en montrer la rai- 
son. 


Reimarquons tout d’abord que le nombre qui, mul- 
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tiplié par lui-même, a fourni ce carré est nécessaire- 
ment impair. Soit donc ñn un nombre entier quelcon- 
que, 2 n sera un nombre pair, el 2n + 1 un nombre 
impair. Mais on ἃ : 
Qn411» =4n+4n+1 
etdn +4n=Ani(n +1) 

L'un des deux nombres entiers n et n + 1 est néces- 
sairement pair ; donc le produit 4 π (n + 1) est divi- 
siblepar 4 X 2 c’est-à-dire par 8. 


61. Deux trains vont dans le même sens et sont à 
une distance ἃ l’un de l'autre, mais À va n fois plus 
vite que B; on demande le chemin que parcourra À 
pour alleindre B. 

Solulion : 

Soit x le chemin de À; 


Celui de B sera ἧς : 


x 
On a donc Deal 


d'où je ἐξ σιος 


62. À un jeu de lir, on à 25 coups ἃ tirer; on paye 
0 fr. AO par coup manqué οἱ on re otf 1 fr. par coup 
heureux. Or, il arrive que le tireur doit 10 fr. au 
maitre du tir. L'rouver le nombre de coups heureux. 
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Solution : Appelons æ le nombre de coups heureux, 
le nombre des coups manquôs sera 25—+. Le tireur 
doit recevoir 1 X x et doit payer 0,40 (25 — x); 
l'excès de la seconde somme sur la première doil être 
de 10 fr. On aura donc : 

0,40 (25 — x) — ὦ — 10. 

Mullipliant tous les termes par 100, on a ἢ πὸ» 

lement : | 
1000 — 40 x — 100x — 1 000 
ou — 140% = 1 000 — 1 000 ou 0, 


d’où ἃ; τῷ ou .. 


0 
—- 140 


Réponse : Le tireur n’a jamais aticint le but visé, 


63. On a trois alliages d'or aux litres de 0,750, de 
0,840 et de 0,920. Quel poids doil-on prendre de chacun 
d'eux pour oblenir un alliage pesant 4 050 grammes au 
litre de 0,890, sachant que le poids du mélal tiré du 
1er lingot doit êlre au poids du métal tiré du 2° dans le 
rapport de 2 à 7. 

Solution. Comme nous avons à déterminer 
3 nombres, donc 8 inconnues, il nous faut 3 équa- 
tions. 

Soient +, y et z les poids à prendre dans les trois 
lingols, on écrira : 

0,75x + 0 8 y + 0.922 -- 4050 X 0,89 
ou τα; + 84y + 92z — 360 450. [1] 
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Mais on a aussi : 


æ 2 ro 
ν᾽ 


à 


et ὦ + y + z = 4050. [3] 

Nous allons employer la mélhode de substitution. 
CGnerchons d’abord la valeur de z dans [9], 

soit Ζ = 4090 — x — y, 

que nous mettrons à la place dez dans [1] et nous 
aurons : 

75 & + 84γ + 372 600 — θ9.. — Θ2γ = 360450 
ou 17 + ὃ) = 12 150. 

De l'équation [2] nous tirerons la valeur de æ soit : 


y = 7 ou 2γ — 7 ou 8y = 28%. 


J'ai multiplié 2y τι 7x par 4 pour arriver à avoir la 
valeur de 8y que mentionne l'équalion déjà trouvée : 
172 + 8y = 12150. 

Remplaçant dans cette dernière 8y par sa valeur 
qui est 28%, il vient : 
17.» - 28r ou 45x — 12 150 

12160 


d'où 1 τ Ξ 270 gr. 
Porlons cette valeur de ἋΣ dans [2] et il viendra : 
210 2 


pen UC Χ 7 == 27 


d'où y = 945 gr. 
Enfin de l'équation [3] nous allons lirer z en rem- 
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plaçant æ et y par leur valeur maintenant connue. 
Nous aurons en effet : 


z = 4050—(x + y) où 4650 —(270 + 945) = 2835 gr. 
Réponse. On prendra äonc | 
Au premier lingot : 270 grammes : 
On prendra au second : 945 grammes: 
On prendra au troisième : 2835 grammes, 


64. En quelle année êéles-vous né, demandait-on à 
quelqu'un ? Celui-ci répondit : La somme des 4 chiffres 
de l’année de ma naissance est 17. Le chiffre des 
dizaines est inférieur de ὃ à celui des centaines el de 5 à 
cel 1 des unilès. Calculez la dale qui vous intéresse. 

Solulion. Nous connaissons déjà le chiffre des anille : 
c'est 1. 

11 reste donc 16 pour la somme des 3 autres. 

Désignons par x le rhiffre des dizaines, nous écri- 
rOns ;: 

chiffre des dizaines — x 
chiffre des centaines = αὶ + 8 
chiffre des unités = æ -t 5 
dont le Lotal ou x + ὦ + 8 + x +- 5 = 16 
on en lire Su = 3 doux Ξε 1 
on ἃ donc: chiffre des diuaines τ 1 
chiffre des centaines τὸ 1 + 8 = 9 
chiffre des unités = 1 + ὃ = 6. 
L'année cherchée est donc 1916. 
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65. Décrire, des sommets d’un triangle ABC, dont on 
donne ia valeur des côlés a, b, c, trois circonférences 
tangentes entre elles. 

Construisons même grossièrement la figure 2, 
nous verrons immédiatement que si nous appelons 
æ, yet z les rayons respectifs des 3 circonférences, 
nous pourrons écrire Îles 


trois équalions : 


γΓ ΖΞ 4 
xæ +z—b 
DEN nc 


[La solution de cesystème 
qui comporte 3 inconnues, LUE 
n'offre aucune difficulté 
(dans la figure, on a omis 
les lettres a, b, c, qui re- 

! Mig, 
présentent la longueur des 
côtés, car on sail & à « est opposé à l'angle À ; ὁ à 
l'angle B ; c à l'angle C). 

Résolvant le système, comme nous avons appris à 
le faire dans Pour comprendre l’ Algèbre, nous tlrou- 
verons : 

b+c—a a + c—b 
pen he ΘΟ RL he PS Ca CURE À 
2 2 
a +b—c 


et Ζ = 
2 
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66. Même problème pour le cas où le triangle est 
équilatéral. 

Si le triangle est équilatéral, a, ὃ, 6 sont égaux 
entre eux, soit a la valeur de chaque côté, nous 
aurons pour æ par exemple : 


a+a—a a 
T=————— où —— 
Dar 2 
ct il en sera de même pour y et Ζ. 
Ce résullat signilie que dans ce cas. les points de 


Fig. 8. 


tangence sont au milieu de chaque côté, Ce que la 
Géométrie nous avait déjà enseigné. 
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67. Trouver le rayon de la circon/érence inscrile à un 
triangle rectangle, connaissant ses trois côlés ἃ, Ὁ, c. 

Supposons la figure 3 construite. Joignons le centre 
de la circonférence aux trois sommets, nous avons 
décomposé le grand triangle en 3 autres qui ont res- 
peclivement pour base Les côtés à, b, c et pour hauleur 
le rayon r de la circonférence inscrite. 


: δε 
La surface du grand triangle est τὴς et celle sur- 


face égale la somme des surfaces des triangles par- 
tiels. Nous écrirons donc : 


ar dr cr be 
RAT νον τα». ΤΣ 
ou ar + br + cr = bc 
ou ra + b -- c) = bc 
᾿ ὃς 
d'où r= LT AT 


68. On fond 18 kgs d'argenterie au titre de 0,745 et 
12250 gr. d'argent au titre de 7 11. Quel sera le titre 
du nouvel alliage, si on y ajoule 1 kg. 7 de cuivre? 

Solulion. Soit x le titre demandé. On écrira l’équa- 
tion suivante : 


x (18 + 12,25 + 1,7) = 18 X 0,745 + 12,25 x 
d'où « = 0,666. 


La 
il 


Réponse. Le titre du nouvel alliage sera de 0,666. 
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69. Quel poids de cuivre faut-il allier à 2 1 gs d’ar- 
gent au titre de 0,950 pour le ramener au titre de 
0,935 ? 

Solulion. Soil + le poids du cuivre à ajouter. Dans 
les deux lingots le poids du fin est le même. On aura 
donc : 

2000 X 0,950 — (2 000 + x) 0 835. 

D'où a = 155 gr. 688. 


70. Un chien poursuit un renard: le renard à 
60 sauts d'avance sur le chien. Quand le renard fuit 
Ὁ sauts, le chien en fail 6, mais 3 sauts de ce dernier 
en va.ent 7 du renard. Combien le chien doit-il faire 
de sauts pour αἰαὶ ΠΡΟ le renard ὃ 

Solution. Le chien fail + sauts. 


Le renard pendant ce Lemps, fait _ . 


ς 1% 
χα sauts du chien valent = sauts du renard. 
D 


Donc on a : 


7x 9x 
BA AU NES 
d'où Ζ — 72 sauts, que doit faire le chien. 


TROISIÈME LEÇON 


CARRÉS, RACINES CARRÉES ET RADICAUX 


Nous avons appris que le carré d’une quantité esl 1e 
produit de cette quantilé par elle-même. Ainsi. le 
carré de 5 est 5 X 5 = 25, ce qui s'écrit : 5? = 25. 


71. On a de même, a au carré égale a X a = α". 

Mais ici, se place une remärque imporlante. En 
Arithimétique où l’on ne considère que des quantités 
posilives, nous savons que 29 est le carré de 5. Il en 
va autrement en Algèbre. Si + 5 x +5 = + 25, 
nous savons aussi que — 5 X — 5 donne Cgalement 
+25 De même,ona +ax 1 απὸ +ael—a Χ 
— da —= + α. 

Ainsi, tout carré en Algèbre peut provenir aussi 
bien de facteurs négalifs que de facteurs positifs, mais 
ce carré lui-même est forcément toujours positif, 
ce qui s'exprime par la règle suivante : 

Le carré d'un monôme positif ou négatif esttoujours 
un monôme positif. 

Voici quelques exemples encore : 
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Le carré de + 2 ab? est (+2 ah) (-Ὀ 2 αΡ3) = - 4 
& δ’ | 
et celui de — 2 ab° est (—2 ab?) (—2 Fe — - dax 


Le carré de + Ἢ est (+ &) ( (-- 3 — ) = + T Ν 
y )- 


Car, pour élever une fraclion au carré, on es 
séparément au carré le numéraleur et le dénomi. 


pateur, vous le saviez déjà. 


72. Soit maintenant à élever au carré 5 a* ἢ" d. 
On aura : (ὃ à δ α)3 = (Ὁ a b? d) (5 α ῥ᾽ ὦ); 
mais si nous appliquons les règles de la multipli- 
cation (n° 12), nous trouverons sans difficullé : 


(ὃ at δ' dÿ = 25 αὐ b' æ. 
Ainsi, pour élever un monôme au carré, on fait le 
Carré du coefficient et on double les exposants 


73. Soit encore à obtenir le carré d’une fraction 
dont les deux termes sont des monômes. 
Nous aurons pour : 
Ὁ dbhNr PT OM: 
ΕΣ τὰν IDE 


74. Pour qu'un monôme soit un carré ρΆΡΤΑΝ, il 


faut : 
19 qu'il soit positif ; 
29 que son coefficient soit un carré: 
3° que ses exposants soient pairs. 
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Lx. 16 αἱ δ᾽ est un carré parfait. 

Ὁ a? b° n’est pas un carré parfait, puisque 6 (coeffi- 
cient) n'est pas un carré et que 3, exposant de a, est 
un nombre impair, 

Un binôme n'est jamais oarré parfait, car le carré 
d'un monôme est un monôme et le carré d'un binôme 
est un trinôme. En eflet, le carré du binôme a + b, 
nous l'avons vu, est le trinôme α + 2 ab + b?, qui 
est composé du carré de a (1 terme) ou a? ; 

du carré de ὃ (2° terme) ou ἢ" 
et du double produit de a par ὃ ou 2 ab qui s'inter- 
cale entre les deux. 


P 


On verrait de même que les carrés de æ + - el de 


TZ — _ sont respectivement : 
3 \? : Γ 
( x + ΒδῚ τ οὐ “DC + Le 


) P° 
(.-- 2} CE RARE AN 
Ces deux derniers Lrinômes ne diffèrent que par le 
signe du double produit de æ par ce , car dans ἰξ 
Q P La . L 
dernier cas, "9 est πύρα! et l'on a 
2 XP 
2 (x x) = LE = pr. 
( 2 2 P 


75. Celle dernière remarque est très imporlante οἵ 


elle nous servira pour la solution des équations du 
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sccond degré. Elle prouve que si un binôme ne peut 
être un carré parfait, il peut cependant en faire parlie, 
Ainsi, on voit immédiatement qu'il ne manque à 
a - 2 ab que b? pour être carré parfait. De même, 
pour æ? + 6 x, nous voyons que 6 x est le double pro- 
duit de x par un nombre qui élevé au carré peut com- 
pléter le binôme et devenir un trinôme carré parfait. 
Le terme qui manque est évidemment 3, car Ὁ x — 
2 X 3 X x; en d’autres termes, c'est le double pro- 
duit de æ par 3 ou 2 fois ὃ æ. Nous aurons donc un 
carré parfait en écrivant : 


a + 6x + δου δ + 6x +9 


qui est en effet le carré de æ + ὃ. 
De même, si l’on nous donnait æ + px, nous 


verrions aussitôt que nous devons y ajouter le carré 


p° 


) ᾿ x 
de - , Soit τ , pour en fairo un carré parfail, ce 
que nous avons déja vu au n° précédent où nous avions 


2 p° P: 
ΤῊ + pt + τ᾿. carré de æ + ZT * 


Racine carrée. 

76. La racine carrée d'une quantité est une autre 
quantité qui, multipliée par el'e-même, reproduit la 
première. 

Exemple. La racine carrée de + αὐ est + a ou — a 
qu'on écrit. + a, puisque (+ a} = αϑ οἱ (— a} = «. 
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Une racine carrée à extraire s’indique par le signe 
Ÿ ou , qui se nomme radical du second degré 
el n’est autre que la déformation de la lettre r 1, 

Pour obtenir la racine carrée d’un monôme carré 
parfait, on fait l'inverse de ce que nous avons fait 
pour élever un monôme au carré, c’est-à-dire qu'on 
prend Ja racine carrée du coefficient et qu'on divise 
par 2 les exposants et toutes les lettres. Le résultat 
doit être affecté du signe ΞΕ, 

Exemples : \/4 αὐ δ' = + 2 αὖ", 

V25 a δ' ἀ" =+5abd. 

(Comparez avec les n°8 71 et 72 où l’on a élevé au 

carré 2 a δ᾽ et 5 α b'd). 


77. Lorsque le monôme n'est pas carré parfait, on 
se contente de le mettre souslesigne V précédé à Een mA 


Exemple : 4/3 ab. 


78. La racine carrée d’une fraction égale le quotient 
de la racine carrée de ses deux termes. 


E- a Va a 
Ainsi : ν τ π ττ' 


a A: 
et la racine carrée de “A = + V+ . 


(1) Le petit ἃ mis au-dessus du radical se nomme indice; il 
indique ici qu'il faut preudre la racine carrée: 3 en indice, indique 
racine cubique ; 5, racine cinquième, etc. Pour les rurinces carrées, 
on supprime généralement l'indice 2. 
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Calcul des radicaux. 

79. Simplilier un radical, c’est faire sorlir de ce 
radical tous les facteurs carrés qu'il renferme. 

Soit à simplifier V/a%b dont je ne puis extraire que 
la racine de a; 

Je fais sortir a? du radical, j'en extrais la racine, 
soit a, et j'écris : 

Vab=+a\/b. 
De même, j'aurai : 
Ta D = Var ab b, 

ou, en faisant sortir du radical les carrés et en prenant 
leurs racines : 


VA a ab ὃ = +2 ab? Vab. 


80. Pour faire passer un facteur sous le radical, 
on multiplie la quantité sous le radical par le carré 
de ce facteur. 


Ainsi a Vb — Va? (v. l’eremple précédent) et 
2 ab? Vab = Vab X 4 α" b' ou V4 a ὑ". 


81. Les radicaux semblables sont ceux de même 
indice! renfermant les mêmes quantités sous le 
radical. 

Ainsi 6 Va, — b Va, - ab Va sont des radicaux 


(τὴ Voir la note de la pago 65 qui donne la définition de l'in- 
dice. 
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semblables (Indice 2 et mêmes quantités sous ν᾽}. 
On peut les réduire en un seul et écrire, en meltant 
Va en facteur commun : 
6 γα--" γα + ab Va = (6 —b + ab) γα. 

Souvent, on arrive à trouver des radicaux sem- 
blables en les simplifiant. 

Ainsi, Les radicaux : a V48 ; — ὃ 27 ; ν 12 
deviennent : α V16 x 3; — ὃ VI x 3; V4 x 3 
et l’on pourra écrire : 4 a γ3; --8 Ὁ VÉE 2 V3 qui 
sont des radicaux semblables. 


Addition et soustraction des radicaux. 
82. Môêmes règles que pour les quantités algé- 
briques. Voici des exemples. 
Soil à addilionner : 
DDR NOEL DU EN δίς δὴ 


On écrit tous les termes à la suile, ce qui donne, en 


5 VD —3 4/2. 
Soit à soustraire : 
ΠΆΩ ἐν 
de Va DM LA 
On a: 3 V2 +24/b—\V/a—5 V2 + νῦ; 
el en réduisant : — 2 1/2 - 8 5 — γα. 


Multiplication des radicaux du 2° degré. 
83. Pour multiplier plusieurs radicaux du second 


réduisant : 


Moreux. — Pour continuer l’Algèbre. δ 
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degré, il suffit de les ‘placer en facteurs sous le même 
radical. 

Ainsi, \/a. V4] Ve = Vabc. 

De même, pour multiplier \/a - ὃ par A2 =, 
on écrira : 


(Va) (να--") = Var ad = Vert 


Division des radicaux du 2° degré. 
84. Les exemples suivants s'expliquent d'eux- 
ulèmes : 
V'ab /ab Ja. 
Voe Ν δ Ve 


On aura auss] : 


va D? f(a + b)ta—b) νῷ LÉ T à 
Ve à ΠΈΡΑ ΠΕ ται Re 


Quantité rationnelle et quantité irrationnelle. 

85. On dit qu'une quantité est rationnelle quand 
on peut en extraire une racine exactement. Ainsi, 
8 est quantité ralionnelle, car on peut en extraire exac- 
tement la racine cubique qui cest 2. 

Mais 2 est une quantité irralionnelle, car on ne peut 
en extraire exactement aucune racine. On voit par Ἰὰ 
que a et αὐ b sont des quantités irrationnelles. Pour 
avoir la racine carrée d’une quantité irrationnelle, on 


E . . . RE REY ἐσ 
la met simplement sous le radical, Ainsi να ou \/a”° ὃ. 
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Comment on rend rationnel le dénominateur d’une 
fraction. 
86.Sile dénominatleur est un monôme, on multipliera 
lcs deux termes de la fraction par le dénominateur. 


a 

Exemple : V5 UT = US χε εν 

Si le dénominatlcur est un binôme, on usera d’un 
autre arlifice et l’on profitcra de cette remarque que 
(a + δ) (α ---- ὃ) = a? — b?. 

Supposons que le dénominateur binôme soit 
2/2 ; on voit aussilôt que : 

(2 --- ν2 )(2 - ν2 ) -- 2 --- ἰν2}" 

Soit maintenant à rendre ralionnelle la fraction 

ayant a pour numérateur et 2 — 2 pour dénomina- 


teur, on écrira : 


.«« __a(21 V2)  _ a(2+42) 
2— V2 (2— V2) (2442): 0472 070 
_ a(2+v2) 

2 


Ainsi, le {ruc ἃ consisié à multiplier les deux termes 
de la fraction par 2 + \/2. 

Procédé analogue et calqué sur l'exemple précédent 
si l'on veut se débarrasser du radical γ΄ dans la frac- 


tion. 
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Dour en effet : 
one er ce (are Pet" ἀπι (a EME) 
a+Vb  (a+yo)(a— vo) α'--ῦ 


Les quantités imaginaires. 

87. Nous avons vu qu'en raison de la règle des 
sigues (n° 2) un carré est toujours positif. En eflet 
+ 45 — 16 et — 43 κε 16. De même 1/16 égale ou 
+ 4 ou — 4. 

ΠῚ s'ensuit qu'aucun nombre négatif ne peut pos- 
séder de racine carrée. 

Si j'écris par exemple : 

VE où γ΄") 
je ne puis trouver aucun nombre posilif ou négatif 
qui puissent les représenter. Dans ce cas on dit que 
ces racines sont imaginaires, tandis que : 
V25 ou ν 
sont des quantités dites réelles. 
Mais, néanmoins, on est convenu d'appliquer anx 


quantités imaginaires les règles ordinaires du calcul ἢ 


algébrique. Ainsi on écrira : 


V—16 = V16 x —1 


Et faisant sortir + 16 du radical, on aura : 
V ) X —1 ou V16 (—1) = 4 V—T. 


De même on écrira : 


VB = Vi x 1 =D γ--ἴ- 
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De cette façon, on n'introduit dans les calculs que 
le symbole imaginaire /—1 que, par abréviation, 
on écrit simplement d. 

L'expression : 


a + b ν΄- 1 s'écrit donc a + δὶ. 


88. Remarque sur les puissances de 1. 

Mais ici nous allons faire une assez étrange consta- 
lalion. 

Puisque nous appliquons à \/— 1 oui les règles 
ordinaires, nous écrirons : 

i— V—1 

m—ixiouÿ—T x V—T =—1. 

Ainsi une quantité imaginaire comme \/—1 


devient réelle si nous l’élevons au carré, mais si nous 
l'élevons à la puissance 3, c'est-à-dire au cube, elle 


va redevenir imaginaire. En elfe : 
miXiXIoUuXi=—] Χ V—T =—y—1. 
(— 1 }* nous a donné — 1 c'est-à-dire l'unité prise 
négalivement, ais si nous continuons, Οὐ 51 nous 
élevons \V—1à la 4e puissance nous aurons, celle 
fois, un nombre encore réel, οἱ qui même est positif : 
+ 1. En effet, 
τς 12 X Bou—1lx—1— +1. 


Nous pourrions continuer ainsi, et nous verrions 
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que les puissances de W/— 1 se reproduisent périodi- 
quement de 4 en 4, si bien que tour à lour suivant la 
puissance, nous lrouvons W/—T .— 1,— V=T , ΤΊ. 


Imaginaires conjuguées 

89. Lorsque deux imaginaires ne diffèrent que par 
le signe des termes en ti, on dit qu'elles sont conju- 
guées. 

Ainsi à + biet a --- bi sont deux imaginaires con- 
juguées. 

Faisons leur somme, nous aurons : 

(a + bi) + (a — bi) = 2a. 
Faisons leur produit, nous aurons : 
(a + bi) (a — bi) — a? — bit 
mais comme i?= — Ἰ (n° 89) nous aurons fina- 
lement : 
a? — bri = a — (ht Χ — 1) = a + δ3. 

Ainsi la somme et le produit de deux imaginaires 

conjuguées sont des quantités réelles. 


90. Nous aurons l'occasion de rencontrer souvent 
des quantités imaginaires lorsque nous étudierons 
les équations du second degré. 

Contentons-nous ici de faire remarquer que ces 
quantilés imaginaires d’allure assez mystérieuse, 
jouent un rôle fort important dans les Mathématiques 
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supérieures. Elles ont donné lieu à un nombre incal- 
culable de volumes depuis qu'on les a introduites 
dans l’Algèbre el l'Analyse. 

EXERCICES SUR LES RADICAUX. 


91. SimpliJier les deux expressions suivanles ? 


16 VEHabed. 20 LE bise, 


815 a? bc 
.-- 12. / 3 
Rép. 1° 24a*btcd® W/be. 2— το / ab. 


Explication. — Pour la première expression, on ἃ 
pris la racine carrée de 576 οἱ l'on ἃ fait sortir du 
radical le plus de facteurs possibles avec des exposaun£s 
pairs. En fait, le radical a été décomposé ainsi : 

24 X 24.a°.a? b?.b2c?d8.d5.b.c. 

En prenant la racine carrée il n'est resté que : 

24a%b?cds X bc. 

Pour la deuxième expression, on a décomposé 432 
el 845 eu leurs facteurs premiers ce qui ἃ donné : 

ASP DAC ST PEU SANS 102 
La parlie sous Le radical est donc devenue : 
σευ ες νιν ον ee : dc ou, simplifiane; -2!""2"0"0" ἱ 
Be 1830 D ὉΦ4.5: 


ce qui donne finalement, en tenant compile du radical : 


_27.3abc. VE ou 12αὺς VA ab : 
13 5 13 Ὁ 
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92. On opérera de même pour les expressions qui 
vonL suivre. 
Süunpli;er : 
θα 1/ a?b?ct . Rép. 6abe?. 


93. 4 V/ 3aïb'c Rép. 4ab V3c. 


94. 3 \/ 8a°bc . Rép. θα \/ 2bc. 

95. ΝΖ +2 ν΄. Rép. 4 V6. 
18ab2c3d?e A es | 8cd 

e Vox ea ΣΥΝ ane 


97. Simpli fier l'expression suivante : 
7421/3527 — 3a \/12a2b% - 17 48 —5 75 
Réponse. Après simplifications on doit trouver : 
ab +43 V3 
Explication. Nous coimencerons par simplifier 
chaque terme séparément, ensuite, là où le radical 
sera le même, nous appliquerons les règles concer- 


nant les radicaux semblables, 
7a* 302 = 7α3ἢ V3 à 
36 V12a2b? 00 V3 χ 4ab° — 6a2b V3 . 


=17XA4V3 —68 V3. 
5 V75 = 55x33 =5x5V3 --δγδ. 


La première expression proposée devient donc : 


γα V3 — Ga V3 +68 V3 — 925 V3 ; 
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ou, en mettant V3 en facteur ἘΝ ΓΗ 3 
(7a°b ---- Ga?b + 68 --- 25) V3 ; 
pu ab +43 V3 
_98. Simplifier l'expression suivante ? 
Bis d' ARE N/ TE SES, 
Réponse : Fer 
Explicalion : Opérons comme dans l'exemple pré- 


cédent. 
3 VAE ΣΎΝ ES RON CIE 6 VER 
5 2-25 = 5 V95 xX_1=5 x 5 V1 =25/—1. 
LIGNE TER 9 γι EE RC SAT EPST 
ce qui donne au 1otal : 
AVERRTER EC EVEREST VAE Te 
où (6425-24) VI =7V—-1. 
99. Simplifier de même : 
ANS Ἐ ΒΞ bi 7 Vies 48 ας 
Réponse : PARU Ver (D 
100. Opérer la multiplication suivante el simplifier 
s'y a lieu : 
4+V12) V3. 
Solution : (4 +. 12) X V3 = (4 UE) = 
+ (V2 x V3)=4V3 +136. 
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Mais 4 V3 + V36 —4V3 +6—6+4V3. 

Réponse : 6+4V3. 

101. Produit de : 

(Va + Vo)(Va —V5)(@ +0). 

On peut remarquer que les deux premiers facteurs 
consliluent le produit d’une somme par une diffé- 
rence, on aura donc (n° 16) : 

(Va + VD )(Va — V5 )=a—0. 

ΠῚ reste donc finalement: 


(a — b) (a + b) = a? — b?, 


102. Opérer la mulliplication el simplifier l'expres- 
StOnt : 
(Va + VD + Ve)(Va +Vb — Ve ). 


Ecrivons l'expression sous celte forme : 


(Va + VE)+ Ve] x | (Va + Ve) ve |: 
nous voyons que c’est encore un produit d’une somme 
par une différence qui égale par conséquent la diffé- 
rence des carrés des deux quantLilés, ou : 

(Va + VB} — (γε) = a + b+2Vab —e 
Reponse ur WE Vab —c. 


103. Mulliplier les expressions suivantes par un fac- 
leur tel que le produit soit ralionnel. 


19 a + ÿb ; 20 a — VD ; 990 πὶ Va —n V5 
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Solution : On voit que pour la 1re, il fault multiplier 
par a — Vo , Οὐ pour la 2€ par a + ν». En ellet, 
ON à : (a + VB }(a— Vb)=— ab 
et (a — ν}) (a +- VB) — α — D. 

Dans la 3°, procédé analogue : 


(m Va —n ÿb) (m Va +n Vb) = am? — bn? 


104, Transformer les fraclions suivantes de manière 
que le dénominateur soit ralionnel : 
7 413 
ἰὴ NE NE Pt gent 
On mullipliera haut et bas par V3 . Alors, on aura 


pour 1°: 


---“-Ξοἅο. nn ee nes 


el pour 29 : 


ANNE (à VS)N5. ass, 


2 1/3 2 V3 x V3 6 
105. Transformer l'expression suivante de manière à 
rendre ralionnel le dénominateur : 
a -|- ὃ 


MCE 


Va—b 


Transformonsd'abordls dénominateur; nousaurons :! 


ἮΝ __ γα--ῦ +1 


1 
Va— ὃ Vite 
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ΤΊ resle à diviser a + ὃ, numcCrateur de la fraclion 
proposée, par le dénominalcur transformé. Nous 


aurons ἐς 


ἘΠΕῚ ΠΣ ΤΩΝ Va=b+t (a+ (Va ὁ) 
γα--- γα---δ +1 


Multiplions maintenant chaque terme de la ἔτὰς- 
tion par V a— b —1, il viendra : 
(a+ 8) (Va—5) (γα--Ὁ -- 1) 
(Casse Te 
(a+ δ) (Va— D) (γα- -ὁ —1) 


à α --- ὃ ---- 1 


106. Rendre ralionnel le dénominaleur de l’expres- 


sion numérique suivante : 


On écrira : 
BV EL RSE Pa SEE 
5— V8 + Vis 
_3+V2 L(8+V2)(5— V2) _15+2V2 


EE MIT 25 — 2 23 


107. Nota. Tous ces exercices concernant les radi- 
ciux doivent être faits avec beaucoup d'attention pour 
éviler surtout les erreurs de signes. 


QUATRIÈME LEÇON 


LES ÉQUATIONS ET LE TRINOME 
DU SECOND DEGRÉ 


Nous avons longuement étudié les équations du 
second degré dans Pour Comprendre l’Algèbre, mais 
nous l’avons fait surtout à un point de vuc pratique, 
pour ainsi dire. Nous allons maintenant faire davan- 


age de théorie. 


Forme générale de l'équation du socond degré. 

103. Toute équation du second degré peut se rame- 
ner à cette forme; 

ax + br +c=—0. 

C'est l’équation complèle : elle contient un terme en 
x?, un terme en x et un terme connu, c. 

Mais il peut arriver qu’il manque, soit le terme 
en x, soit le terme connu, et nous aurons : 


ax? +tc=—0 ou ax? + bx —0 


109. Equations incomplètes du second degré. 


1er Cas : | ar + c = 0. 
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Solution : Divisons les deux termes par a et trans- 
posons, nous aurons : 


Tv? USA d'où T= TT ἀλλο 
α | a 
Application:  4x?—16 = 0. 
16 ‘re 
Pb — + =+<= +2, 
On a : 2 — m7: d'où x ei 5 


Remarquons que le nombre qui vérifie l'équation 
est 2 affecté du signe + ce qui veut dire que l'équation 
possède 2 racines (2 solutions). 

Les nombres qui satisfont à l’équation sont 

+2 et —2. 

Si, en effet, nous remplaçons æ par ces valeurs, 
nous. aurons bien : 

4(2 X2)—16—0 et 4(—2X —2) — 16 — 

28 cas : ax? + br τεῦ 

110. Solution : Mellons æ en facteur commun, il 


viendra : 


α (ax + b) = 0. 
Pour que x (ax + b) soit égal à zéro, il faut : 
ou bien que T0 
ou bien que ax + b = 0. 


b 


Dans la seconde hypothèse, on a æ = — ΤῊΣ 
Ainsi, l'équation ax? + bx = 0 adimet 2 solutions, 


2 racines : 


et x'' = —— — 


ÉQUATIONS ET TRINÔME DU SECOND DEGRÉ 79 


alors que dans la forme incomplète, les racines x! 
et x'’ avaient même valeur absolue, mais étaient de 
signes différents (-} 2 et —- 2). 
Applicalion. Soit à résoudre l’équation 
9 x? + 40 x? — 360 x = 360 x. 


Ona 4) 2°%— 720 % = 0 ; 
d'où x (49 x — 720) = 0. 
Donci-ve"0 
| PAR LA NNE , 34 
οἱ .2" ἘΞ de 14 - 49 


Equation complète ax? + bx + c — 0. 


111. Solulion. Divisons tous les termes par à, il 
viendra : 


[1] 2 + De + © 0. 
a a 
' εἰ b c 
Pour simplifier, Se — PAU 
our simplilicr, posons Ξ Ρ οἱ rs ῃ. 
L'équalion [1] devient : 
[2] + pt +q= 
[3] ou LE CENDLNEN 0: 


Mais, d’après ce que nous avons dit, nous voyons 
immédiatement que x? + px cst le commencement 
d'un carré parfait ; px estle double du produit oblenu : 
en multipliant le premier terme du binôme par son 
second Lerme: ce dernier est donc £ (v. n° 75) et le 

à 


Lrinôme carré parfait est ; 


X? + pr +(8 δ Jrouxt-+pa+ D 
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On a, en effet : 


662) (tenter 


Nous ne changerons pas l'équation [3] en ajoutant 


2 
τς à ses deux membres et il viendra : 


8 a 
x? + πο ΠΑΡ re" À 
P 4 4 q 
Mais nous savons extraire la racine carrée du pro- 


mier membre ; elle n’est autre que æ +- Ρ , et nous 
di 


écrirons immédiatement: 


ἘΡΡ D Ἐπ ἢ ER 
d'où 
De là, les valeurs des deux racines de l'équation : 


et la règle indiquée dans Pour comprendre l’Algèbre 
(n° 130). 
Avant d'aller plus loin, voyous les relations qui 


existent entre les racines et les coefficients. 
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Relation entre les racines et les coefficients de l’équa- 
tion du 29 degré. 

112. Somme des racines. Ecrivons les valeurs trou- 
vées pour xz' et x’ et faisons leur somme. 


Donc, /a somme des racines est égale à — p, c'est- 
a-dire au coefficient de x changé de signe. 


113. Produit des racines. Ecrivons : 


, ἐπ Ὁ »" Fe Fa | 
co — | + 1/4 — q à :. 4 ου 


ἀεσα ΞΞ différence de 2 qu. X Somms de ® quant. = différence des cariés, 
2 ë « 8 2 4 
or, (-- D) (-ὼ = L- "æ Ê- +qou +. 


Ainsi, le produit est égal à la quantité connue q. 


Remarques. 

114. Si l'ona: + q ou 4 >> 0. 

Le produit des racines élant positif, les racines ont 
même signe, leur somme étant — p, elles ont le signe 
de — p. 

Ex. Soit l'équation x? — 6 x + 8 — 0 (v. Algèbre 
n° 147). 
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Ses racines sont 1’ τ, + 4: 
α΄ τῷ +2. 
Leur produit 4 X 2 = ὃ lant posilil, elles doivent 
avoir même signe, ce qui est exact : elles ont le signe 
de -— p qui égale + 6. Et l'on voit que x' τ΄ = - ὃ. 


115. Si l'on a:— q ou q << 0. 

Le produit des racines étant négatif, elles doivent 
avoir des signes contraires. 

La plus grande (en valcur absolue) donne son signe 
à la somme el la somme étant — p, la plus grande 
racine ἃ le même signe que — p. 


116. Règle générale. 


+ q racines de même signe : signe . 


é contraire de p. 
Lorsqu'on a : : x 
— 4 racines de signes contraires. La 


plus grande : signe contraire de p. 


Autre démonstration pour trouver les deux racines. 
117. Rappelons nous que, pour simplifier, nous 
avous posé, à propos de l'équalion [1] : 


ἼΣΟΣ αδὲ 
a ΞΡ οι τ πα: 


Introduisons ces valeurs à la place de p et de q dans 


l'équation : 


PSV CE 


ÉQUATIONS ET TRINÔME DU SECOND DEGRÉ 89 


Celle-ci deviendra : 


Le — b + V/b? —Aac 
ἾΣ 2 a ; 
el pour τ΄ et γ΄", on aura : 


LD Ne 


Pres — D — /b?—4 ac 


2 à ᾿ 2 a 


118. Mais on peut établir cette formule directe- 


mené. 
Soit ax? + br +c=0 
b ς 
ou x + τὰ TX = — ae 
Opérant alors comme au n° 111, nous voyons que 
2 
{ 


χϑ + πα x est le commencement d’un trinôme carré 


ὺ ᾿ ᾿ 
parfait dont πα représente 2 Jois le produit du pre- 
mier lerme par le second. Le premier lerme élant +, 
b aie - 
le second est évidemment = ; si bien que le tri- 
nôme carré parfait est : 
| bx δ bx b? 
2 mn TER" τ — 7? AT TR —— — 
As τί ἐλ δῇ α Τα: 
b Δ" | 


Nous avions mis l’'équalion complète sous la forme : 
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2 
Ajoulons à ses 2 membres me , l'égalité n'en 
4 a? 


sera pas troublée et nous aurons : 


me + bx + δ" 5 C 
a 4  4a a’? 
b D | b? C 
ΤΣ (star) = get 
b δ" 6 
et L AZ. —= — — 
Τα 4 a? a 
Mais en remarquant que la quantité sous le radical 
UE VS AU SE PE 
peut s'écrire PT , il viendra, en simplifiant 


b | 
et en faisant passer CP dans le second membre. 
4: 


—b+ Vb?—4 ac 
2 a ξ 

De là, cette règle : Les racines égalent le coefficient 
(0) de x pris en signe contraire, plus ou moins la 
racine carrée du carré de ce coefficient, diminué de 
4 fois te produit du coefficient de x? par le terme 
connu ὁ (soit ac), le tout divisé par 2 fois le coeffi- 
cient (a) de χϑ (1). 


TC = 


(1) Il ost 1e loute évidence que dans cette forme complèts, on 
a, Comme dans la forme incomplète, ἃ valeurs pour x, en raison 
des siguos + on -— placés devant le radical. Ces valeurs sont : 

— b + Yi -— hac 


ἘΣ ΠΝ 8, ΚΝ 
4Ὡ2' -ῷῇῷῷῪορα nes οἱ A ar rm LR hd 


24a 24 
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Au licu de retenir cette règle mot à mot, l'étudiant 
fera beaucoup mieux d'apprendre par cœur la formule 
précédente, comme d'ailleurs toutes les formules 


d'usage courant, 


119. Bien qu’il ne soit pas de mode aujourd’hui — 
car il existe des modes partout, même dans l'ensei- 


gnement — d'employer la formule : 


Ρ Ρ' 
(1) z=— + Ἐν τ τα 


je conscille fortement aux élèves de la savoir égale- 
ment par cœur. Elle leur servira toutcs les fois qu'ils 
auront à résoudre une équalion de ce genre σὲ 
2x3 — 13 x + 40 = 0, 
c’est-à dire une équation où x n’aura pas de coecfli- 
cient. 
Si æ3 est précédé d’un coeflicient, ils reviendront à 


la formule générale : 


— δ + VB? — 4 ac 
am TETE 2e TRUE 


120. Si enfin, fe nombre ὃ (coefficient de +) est 
pair, la forinule (11) se simplifie. En effet, posons 
b — 2 b' et introduisons celte dernière valeur dans 
(ID) à la place de ὃ, nous aurons : 


AL — 2 b + νά δ — 4 ac 


2 a 
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Faisons sortir le 4 du radical et simplifions, il 


DH VD? ac 


a 


viendra ἢ 
(111) T == 


Exemple : 32x?— 8x +4 = 0. 
Solution : ὃ étant un nombre pair, nous pouvons 


employer la formule (III) — δ' = — Σ — + 4; nous 


aurons donc : 


+4+ V16— (3 x 4 _ +4+2 


ARE 3 3 
6 

, -4-- Y16— 12 :,+4—2 Me 

ἘΣ 3 48 3-0 ee Ὡς ὧν 


Somme et produit des racines de l'équation 
ax? + bx + c = 0. 
121. La somme des racines (x' +- x") est ici égale à 
b ἜΝ αἱ . b 
— 77 ’ Puisqu on a posé précédemment The 


Li 


Le produil des racines ou x! x" — Gi puisque nous 


NUE 

avons posé το — q. 
On peut démontrer ces deux propositions directe- 
ment, par une méthode analogue à celle que nous 


avons employée aux n°5 112 et 113. 
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122. Cetle propriété des racines permet de résoudre 
très vite des problèmes de ce genre : Trouver deux 
nombres dont la somme soil 17 et le produil 66. Ces 
nombres cherchés sont évidemment les racines de 


l'équation : 


x? — 17 x + 66 = 0. 
En effet, nous avons ici æ' + α΄ = — p ou + 17 
οἱ ga = 72.201] τὰ 00. 
Si l'on résout l'équalion par le moyen de la formule 
(ΠῚ, on trouve : 
Ὁ) τ Ὁ. et z”—=1l, 
οἱ l’on voit que : 
χ' 2 χ' ΞΕῸ UN 7 et Cr 6 Χ 11 = "06 
Discussion de la formule générale : 
ἜΣΚΕΝ b?— 486 
24 
123. Les discussions en Algèbre sont souvent le 


cauchemar des élèves. Cela tient à ce que les autcurs 


et les professeurs raïisonnent sur des leltres. Si l'on ἃ 


soin d'appuyer ces considérations toutes théo- 
riques, sur des exemples numériques, sur des cas 
concrets, ces abstractions prennent immédiatement 
un sens nel et clair. 

Dans l'équation précédente, ce qu'il importe avant 
toul d'examiner, c'est la valeur de la quantité 


b? -— À ac mise sous le radical. 
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Cette quantité porte le nom de discriminant (du 
latin, discrimen. séparation). 

Or ce discriminant peut être supérieur ou inférieur 
à zéro, c'est-à-dire posilif ou négatif Enfin, il peut 
être égal à zéro, c'est-à-dire nul. De là, trois cas dis- 


tincts à examiner. 


124, 7 Cas. Discriminant nul ou b?-—4 ac — 0 
ou b? — 4 ac. 

Pour que b?—4 ac égale zéro, il faut qu'on ait 
évidemment b? = 4 ac. Dans ce cas, la quantité sous 
le radical s’annule, comme dans l'exemple suivant : 

4χ"- 12x +9 —0 
ou l’on a: b2— 4 ac — 144 — 144. 

La formule qui donne les valeurs de x’ et de +" est 

donc très simplifiée et l'on ἃ: 
RS RS 
| + 12 — 0 3 


Ainsi, d'une manière générale, nous avons : 


; b+0 b \ 

RTE TONI ARTE 
à b + 0 L ou racines égales 
F2Dalrilten Dai 


Alors qu’en réalilé, il n’y a qu’une seule valeur qui 


satisfasse l'équation, donc une seule racine, on préfère 
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dire qu’il existe 2 racines égales ; car si δδ — 4 ac 
diffère très peu de zéro, en d’autres termes, si b? est 
très peu supérieur à 4 ac, les racines différent peu l’une 


b Δ τ} 
de l’autre οἰ πα est la limite commune vers laquelle 


tendent 4’ et æ'’ lorsque b*— 4 ac tend vers zéro. 
ὦ À b ) 
Ici, la somme des racines est DR (voir n° 121); 


chacune d'elles égale cette 1/2 sonime ou — ΝΣ et 


b 
ces racines ont le signe de— — : 


On peut vérifiersurl'exemple numérique donné plus 


haut où l'on voit que — τ == À . Donc, racines po- 


silives. 


125. 2e Cas. Discriminant négatif ou plus petit que 
zéro où b3— 4 ac < 0. 

Dans ce cas, la quantité b? — 4 ac placée sous 16 
radical étant négative, les deux racines sont imagi- 
naires, et il n’existe aucune valeur positive ou néga- 
tive qui puisse vérifier l'équation. 

C'est le cas de l’équation suivante : 

2ax3—x +3 —0. 

On a: b—4ac=1—24—=— 23. Donc, pas 

de racines. 


126. 3e Cas. Discriminant positif, supérieur à zéro 
ou b? — 4 ac >> 0. 
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Si l’on a b® — 4 ac => 0, l'équation comporte 2 
racines distinctes ; l’examen du produit et de la 
somine des racines peul nous déceler à première vue 


la nature de ces racines. 


1) Supposons qu'on ait > 0, 


c : : 
Fa est le produit des racines (n° 121), etcomme il est 


ici plus grand que zéro, il est positif, les racines sont 
donc de même signe (n° 114). 


Ce signe sera celui de leur somme — te 


127. Vérificalion : Soit à résoudre l'équation 
3 x? — 8 x + 4 — 0 déjà étudiée (n° 120). 


Ε : € Ϊ 
Le prodait des racines ou «' χ'' τῷ 2 oies 
racines sont donc de même signe. 
La somme des racines ou æ + x" τῷ — τ θὰ 


ὃ 4 e ν᾿ - . » 
+ -:-- c'est-à-dire positive. Donc, les racines qui sont 
9 


de même signe sont toutes deux positives. 
En effet, nous avons vu que : 


d'm+2 à s'm+<. 


Lo 


128. Soit encore l'équation 3 x? 4-8 x + 4 — 0 qui 
ressemble à la précédente sauf lo Lerine en x que nous 


avons rendu posilif. 
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c 4 . 
Le produil des racines ou z’x'! — το EN AGE Donc 
les racines sont encore de même signe. 


8 
Mais leur somme +’ + x" — SRE cetle fois les 


racines sont donc toutes deux négatives. 


Résolvant l'équation, on a en elïet : 


= ὩΣ ΟΝ ΕΝ 
x 3 δ᾽ ἃ 2. 
2) Supposons qu'on ait = 0 


129. Dans ce casona:c = 0 et la racine carrée de 


05 .--- 4 ac est ἢ. Celte racine ajoutée à ---- ὃ donne 0 et 
b 


: 2 
retranchée de —- b donne — - _— ou — —— . 
9] α 


; b 
Donc deux racines x =0 et x'=— Ἔν 


Remarquons encore que nous retombons dans 
l'équation incomplète ax? + bx τῷ 0 que nous avons 
éludiée au n° {10 οἱ qui, par une ar ‘re méthode, nous 


avait donné le même résultat. 


3) Supposons enfin qu’on ait μ᾿ < 0. 


130 Ceite fois le produit des racines étant négali}, 
ces racines scront de signes contraires et la plus 
grande en valeur absolue sera du signe de leur 


b 


5 6:--τ' 
omm τ᾿ 
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Vérification. Soit l'équation 3x? —2x—1 — 0. 
Sans perdre notre temps à calculer la valeur du dis- 


criminant b?— 4 ac et sa nature, nous voyons immé- 


1 


diatement que - = --- -- - , Donc, le produit χ' x" - 


z 


étant négatif, nous aurons des racines de signes con- 
Q 1 ᾿ ᾿ b À Ι 
traires. Leur somme étant égale ἃ — ets a 


racine la plus grande en valeur absolue est positive. 
C’est ce que l'on peut vérifier en résolvant l’équa- 


tion : on trouvez = +1 et x" τῷΤ --- 1 


Ch 


131. Soit encore l’équalion 3 x? + 85 --- 3 — 0. 
Ici, le produit des racines ou -““. épalif 
, 16 P τ est encore négatif : 
donc les racines sont de signes contraires ; mais leur 
somme—-— = —--- ; elle est négative ; donc c’est 
3 


la racine négative qui est la plus grande en valeur 
absolue, 


On a, en effet, si l'on résout l'équation : 
1 
3 « 


4)Si l’on voulait pousser plus loin l'analyse, on pour- 


z'=—3 οἱ z'= + 


ἢ x ὃ 
rait mentionner Le cas où l’on a : ls 0, comme dans 


cette équation incomplète du second degré : 
43 — 25 = 0. 


ax Lbhx+c=o, 


132. Tableau de la discussion de léquation 
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ὶ a 
2 . δ 
“τ ds © 
Ἔ 53 δρ 
© pe τῷ 
= = à 
un en © 
SAT Ὁ: 

Q ω 
᾿ [-0} 
3. 3... ὦ 
Θ © Θ 
Ομ" 
s|s s|s 9}Ὁ 
ΡΣ ΣΝ] 
CE π-“Ξ ε----- 

s|& 

«(ὦ 

εῶ. 

“Ὁ 

ἘΠ 

ΕΠ 

"τῷ 

ΠῚ 

D 

= 

"0 

Lan] 

Lui 

CI 


Discriminant 
b—4ac =0 


᾿ 


| pas de racines (imaginaires). 


b? — 4 ac < 0 


A ὥ 
ῷ œ 
4 + 
5 ΒΩ 
[Ὁ] ᾿- 
Ὁ x 
A ῷ [Ὁ 
Ξ μ᾿ 
‘D Ur 
d . 5 <d 
mi + ae © 
ἽΝ ΤΉ. 
spl dl) 
ANS πε 
[Ὁ s|s ᾿ 5 
OR 
| ΞΔ." 


La racine la plus grande en valeur 


absolue est positive. 
La racine la plus grande en valeur 


absolue est négalive. 


F 


o. Racines symétriques. 


| 
| 
| 
| 


o à 
ο ‘© Ὁ Ὁ 
Nous Ι 
A ὦ : 
“1 © 8 ο͵ 
-ςἜ ὦ 
EME 


9 racines 
distinct 


ÈS 


€ 
- ἃ 
racines de 


n— 


(FI 


signes contraires | 


" 
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Quelle que soÿt la façon d’opérer, on arrivera tou- 
jours à celte solution z = + ν 25 ; donc ou aura : 


z'—= +5 
α΄ το -αϑ 


C'est-à-dire que les valcurs des racines, dans tous 
les cas analogues, sont symétriques, 

Ces considérations, que l'élève méditera à tête 
reposée, en faisant un grand nombre d’exercices, peu- 
vent se résumer dans le Tableau ci-dessus, p. 93, 


facile à retenir : 


133. Décomposition du trinôme ax? + bx + c en fac- 
teurs du 1° degré. 
Ce trinôme est une fonclion de 18 variable æ qu: 
nous avons déjà étudiée dans Pour comprendre le 
Calcul diférentiel. Posons donc : 


y= a τα ἘΠ ou y=a(x Ἐπ 516) 


en mettant a en facteur. 


L'identité ne sera pas troublée si au 28 membre, 
2 


Aa? 


nous ajoulons et retranchons successivement et 


il viendra : 


εν; b b2 \ b? C 

PT dé 3 F8, AE RRQ. HS 
(arret) ++) 

b 2 
Mais x? + Ἃ Ζ + Aa est un carré parfait, 


y=a 
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| b Ca 
celui de æ + OZ " nous pourrons donc écrire : 


ἩΉγ εν, οἱ _b_\? { D? τῷ Aac \ 
_ Ait re À AQU T 2 NL 'HAQR 


= fe (EE 


Mais comme la quantité entre crochets est la différence 
de 2 carrés, nous pourrons la remplacer par un pro- 
duit d'une somme par une différence, de mÂme que 
α"- b? — (a + δ) (a — δ) et nous aurons: 


ν-α[{τ + PE) 
“ a 


SE Ds pe 
" 2a 2a }: 


[τ b — \/b? — 4ac )| [1] 


Mais nous savons que les racines du trinôme pro- 
posé, lorsqu'on l’égale à zéro, sont (voir la note du 
n° 118): 

mn — —b + Vb?— Λαο 

2a 
__—b— \/b? __4ac 
ie MOT 


De sorte que la première parenthèse du 2° membre 


x'! 
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de l'équation [1] égale x — α΄, tandis que la seconde 
parenthèse égale æ — x". 

Cette équation [1] pourra donc se mettre sous cette 

nouvelle forme : 

y=a(x—x) (xt — x") 
qui n'est applicable — il ne faul jamais l'oublier — 
que dans le cas où le discriminant 3 ---- 4ac est 
posilif. 

On voit que le trinôme du second degré est décom- 
posable en un produit de facteurs du premier degré : 
produit de a (coefticient de x?) par deux facteurs 
oblenus en relranchant de æ chacune des deux racines 
(x! et χ") du trinôme. 


134. À pplication. On demande de décomposer en fac- 

leurs de 1" degré le trinôme suivant : 
3.3 + 57 — 2. 

En égalant le trinôme à zéro, on trouve pour 
valeur des racines : Δ΄ τὸ --- et 4" πα + = . On écrira 
donc, d’après la formule précédente : 

3.3 + 5% — 2 me 3 (x + 2) (: -- 5) 

135. Celle décomposition en facteurs permel par- 

fois des simplifications, comme dans l'exemple sui- 


vant: 
On denande de simplifier l'expression + 
x? + Cr — 27 
xt — 9x +18 
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Le numérateur et le dénominateur égalés à zéro, 
ont pour racines, le premier : æ == +3; x" -- —9; 
le second + == + 6, x” τ + 3. On pourra donc 
écrire : 


α--8) ὦ 9) 5.19 


α--δα-- 8 “--θ᾿ 

136. Décomposer en facteurs l'équation : 
dx — by = 0. 

11 suffit d'écrire d’abord : 


as (να )" --- δ (Vy Ÿ =0: 


l’équation étant la différence de deux carrés, on aura : 
(a Vz +0 Va) (a VE —6Vy) —0 


137. Remarque concernant l’étude des variations du 

trinôme du 2° degré 

Considérons un trinôme du 2e degré en x de la 
forme ax? + bx + c dans lequel x ne représente pas 
une inconnue, mais une variable indépendante (') ; 
la valeur du trinôme que nous appellerons y, dépen- 
dra de la valeur que nous attribuerons à %, de sorte 
que y sera fonclion de la variable indépendante x, ce 
que nous exprimerons par cette équation ; 


y = ax? + δὰ + c. 


(1) L'élève trouvera ces notions de variable soit dans Pour 
comprendre la Géométrie dans l'Espace, VIII‘ leçon, soit au com 
moucement de Pour comprendre le Calcul différentiel. 
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On dit alors que le trinôme est égalé à y et ceci, on 
.le conçoit déjà, est tout différent du trinôme égalé 
à ZÉTO. 

Dans le dernier cas, on pose : 

ax + bx +c—=0 
et on résout cetle équation en cherchant les valeurs 
qui, substiluées à x, vérifient l'égalité, c’est-à-dire 
annulent le trinôme. Ces valeurs, nous le savons, 
sont les racines z’ et x” de l’équation. 

Maïs lorsqu'on considère æ comme variable indé- 
pendante, on attribue à + des valeurs tout à fait arbi- 
traires, 1, 2, 3, 4, etc., et le trinôme qu'on égale à y 
prend en même temps des valeurs différentes en fonc- 
tion de x. 

Pour étudier complètement la variation de y, on 
fait varieræ de — Ὁ à - «. À un moment donné, il 
arrivera que æ égalcra nécessairement α΄ et x”, el par 
conséquent annulera le trinôme : nous aurons donc 
pour α' οἱ æ”':y —=0 (ici nous écartons le cas des 
racines imaginaires). 

Ces notions rappelées, étudions les variations et les 


signes du trinôme égalé à y. 


138. Variation et signe du trinôme ax? + bx + c. 


Nous venons de dire qu’en faisant varier + de - - οο 
à + æ,nous atteindrons à un moment donné les 
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valeurs qui rendront + égal à x’ puis à æ”, racines de 
l’équation formée en égalant le trinôme à zéro. 

L’élude des variations de æ peut donc présenier 
trois cas, suivant que : 

les racines sont réelles et distincles ἢ 
les racines sont réelles el égales ; 
les racines sont imaginaires. 

Ces cas correspondent à ceux que nous avons élu- 
diés lors de la discussion du trinôme égalé à zéro et 
nous SUPposCrons a posilif. 

1° Les racines sont réelles et distinctes (ou iné- 


gales). 


139. Dans ce cas, on ἃ δ3 --- 4ac Σ» 0 (no 126). 

Nous trailerons ce cas Le premier, contrairement à 
ce que nous avons fait pour la discussion, où il était 
nécessaire au point de vue pédagogique d'aller du 
simple au complexe. Comme d'autre part, les 
démonstrations avec des lettres pourraient, de prime 
abord, obscurcir les explicalions, nous prendrons des 
exemples concrets avec courbes figuratives. La théorie 
sera ensnile mieux comprise el micux assimilée. 

Soit donc le trinôme : x? — 10x +- 21 qui, égalé à 
zéro, donne deux racines réelles οἱ inégales : x = +3 
et” = + 7. 

Posons : a?— 10x +21 - y 


el, donnant successivement à + des valeurs diverses 
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cherchons ce que deviendra y. Nous pourrons cons- 
truire le Tableau suivant : 


Valeurs de æ Valours de y 
pour æ = — ] y = 52 
x — 0 y = +21 
= + 1 y = +12 
x—= + 2 y= + 5 
= + 3 Ut 0 
Ζ —=;,-} 4 POSE RE 
Ὁ Ξε +5 y —— 4 
x — + 6 "τό - 8 
τ Ξε +.7 y = 0 
T= + 8 WE 
æ—= + 9 y = -᾿ 12 
x — + 10 y = + 21 


La courbe de la fonclion est représentée par la 
figure 4 qui, pour toutes les équations du 2° degré, 
est toujours une parabole (V. Calcul différentiel). 

Nous voyons, au seul examen du tableau et de la 
courbe, que pour certaines valeurs de +. la somme 
représentée par le trinôine, ou y, prend des valeurs 
tantôt positives, tanlôl négatives. C’est le mécanisme 
de cette variation de signes qu’il faut étudier. 


Un premier coup d’œil nous montre que, pour 


toutes les valeurs de x comprises entre les racines, 
le signe de y qui était positif, devient négatif. En 
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L'ig. 4 — Courbe de la fonction x? — 10 αἱ +421. 
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effet, la partie de la courbe comprise entre æ = + 8 
et + 7 est au-dessous de l'axe des æ. Pourquoi ? 

L'explication en est assez simple : Les racines du 
trinôme élant 3 et 7, nous pouvons écrire : 


y = 2? — 10x + 21 = (x --- 35) (x — 7). 


Ici, j'ai omis le coefficient de x? représenté par a 
dans la formule générale ; dans notre cas, ce coeffi- 
cient existe néanmoins, puisque a = 1; il est donc 
inutile de l'écrire. Le premier terine est donc 1x? et il 
est positif. 

Maintenant, à quelle condition la somme du tri- 
nôme (ou y) sera-t-elle positive? 

Tant que nous aurons x inférieur à 3, les deux fac- 
teurs de l’équation précédente (c’est-à-dire æ — 3 et 
x—7/)seront négalifs. Si nous faisons par exemple 
ΖΦ = 1 nous aurons (1 — 3) (1 — 7) ou: 

—2X—6— - 12. 
Leur produit sera donc positif. 
Ainsi, toute valeur comprise entre — > et - 3 


rend le trinôme positif, en d'autres termes, donne au 
trinôme le même signe que son premier terme 1x2. 


140. Nous dirons donc d'une façon générale : Tant 
que nous aurons x «- 4' (α΄ élant la plus petite racine), 
les facteurs æ— x’ οἱ x — x” seront négatifs ; leur 
produit sera positif. Donc, 81 2 — —%, nous aurons 
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pour le trinôme la plus grande valeur possible, ou 
y — + οὐ, puisque nous avons supposé a posilif. 


141. Si nous faisons croître æ jusqu’à æ, nous 
aurons à la fin x = !, c'est-à-dire que dans l'exemple 
proposé les deux facteurs deviendront : 

ὃ --ὃ.Ὁ--ὀ᾽ ou ΟΧ (3—7)= 0. 

Ainsi, nous aurons y = Ὁ pour x = 3 ; c'est ce que 
nous pouvons vérifier sur la courbe qui coupe l'axe 
des x au point d'abscisse + ὃ. 


142. Donnons à + une valeur plus grande que æ' mais 
plus petite que +", c'est-à-dire comprise entre ὃ et 7, 
soit 4 par exemple, nous aurons : 

(4 --- 3) (4 --- 7) ou +1 Χ —3 — —3. 

Le produit (α -- x) (x --- x") devient immédialc= 
ment négalif; y est négalif et le trinôme prend un 
signe contraire à son premier terme ax?. 

C'est ce que la courbe montre avec évidence. 


148. Dès que nous avons + = 7 ou + == x", y rede- 
vient encore égal à zéro. 

Mais entrez = + 3 ex = + 7, c’est-à-dire dans 
l'intervalle compris-entre x! et x", la fonction y est 


passée par un minimum qui a licu pour + = — > 


c'est-à-dire la demi-somme des 2 racines: en effet, 
nous voyons sur la courbe que le point le plus bas 
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2) où + 2 = + 5, Com pié 


sur l’axe des x. C’est d’aitleurs un point de symétrie 


correspond à + ( 


de la parabole. 


144. Dès que la valeur de + dépasse x’, les facteurs 
æ— αἱ etx— x" sont posilifs. On a en effet (10 — 3) 
(10 — 7) par exemple, qui nous donne y = + 21, 
et le trinôme reprend le signe de son premier terme. 
La valeur des deux facieurs croît au delà de toute 
limile, de sorte que si l'on fait ἃ; = + «© on aura 
y = +. 

2° Les racines sont réelles et égales. 


145. Dans ce cas, on a b?-—— 4ac = 0 (ν. no 124). 

Soit le trinôme x?— 4x + 4 = y. 

Si nous l'ésalons à zéro, nous trouvons pour +’ et 
pour x”, la valeur commune + 2. Nous pourrons 
donc écrire : 

y = (x —2) (α — 2) ou y = (x —2}?. 

Quelle que soit la valeur que nous donnerons à x, le 
binôme (x—2) élevé au carré, sera posilif et il en sera 
de même de y. Si nous faisons ἃ = 2, nous aurons 
y = 0. C'est ce que l’on peut vérifier sur la courbe de 
la figure 5 dont le sommet est tangent à l'axe des x, 
pour æ = 2. Il n'existe donc qu’un point de contact 
avec l'axe des abscisses et les deux racines se con- 
foudent. (V. fig. 5). 
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Ainsi, lorsque les racines sont réelles et égales, on 


a 3 -Ξ 4ac et on peut toujours écrire : 


y =a(x—x}), 


Fig. δ. —- Courbe de la fonction à — ἡ ὦ + 4. 


puisque x' = æ” et le trinôme ax? + br ἘΦ a le 
signe de a. 
Ce trinôme s’annule pour 2 — + et il passe par zéro 
sans changer de signe. Pour x —Æ# οὐ, on ἃ y == +00. 
La valeur de + qui annule le trinôme égale celle de 
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b ς 7e. 
la racine commune, ou — Sy LU représente le mini- 


mum de la fonction y. 
3° Les racines sont imaginaires. 


146. Dans ce cas, on ἃ b? — 4ac << 0 ou b? -- 4ac 
(v. ne 125). 

Ainsi, lorsque b? --- ας est négatif, 4ac — δ᾽ est 
positif. 

Mais nous avons déjà écrit (n° 135) : 


γα (5 πο) Ce) 


que nous pouvons mettre sous la forme suivante 
qu'on appelle forme canonique du trinôme. 


2] y=a | (e +) + Cr | 


Celte forme met aussitôt le signe de y en évidence. 
La quantité entre crochets est, en effet, une somme de 
2 nombre positifs dont le 2° n’est pas nul. Celle 
quantité est donc toujours posilive et y aura toujours 
le signe de a, qui est son premicr terme. 

Maintenant, construisons la courbe d'une équation 
où l’on ἃ b— 4ac<O0, c'est-à-dire qui n’a pas de 
racines ou seulement des racines imaginaires ; Soil : 

1) = x? — 2x + 2: 
Si nous égalons le trinôme à zéro, nous aurons 


pour la valeur de x : 


DR le αἱ ou LEE T 
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ce qui veut dire que les racines sont imaginaires, et 
qu'aucune valeur attribuée à x ne peut annuler le tri- 


nôme. 


sé ebe 
ΞΕ ΞΕΕΞΈΞ ἘΞ 
PRES 


= 
σι 
σ᾽ 
Ὁ 
œ 


Fig. 6. — Courbe de la fonclion æ- — 2% - 2. 
En effet. donnons à x des valeurs comme — 1, 0, 
+ 1, + 2, - 8, etc., nons aurons : 


pour ἃ - --- 1 y=+5 
CRT = 20 y = - 2 
« x—=+l y = +1 
€ z= +2 y ΞΞ - 2 


« στ y = +5 
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Nous voyons immédiatement que, quelle que soit 
la valeur de zx, y reste posilif. La courbe (fig. 6) se 
développe tout entière au-dessus de la ligne des abs- 
cisses el comme aucune valeur ne peut donner y == 0, 
celle courbe ne peut rencontrer l'axe des x. Son 


A πτπςπ"Ἔὦ]ὸὺν-.--Ἕ -τ ὐὖ΄-ο.-..΄΄ὦοὃὖ 4 


Υ Ÿ. > 4 

SÉIDIET RS X x 
Ô AE de Ô ᾿ 
b2 — ka > 0 b? .--- ἡ ἃ ΞΞ ὁ b2 -ἠαὁ «ὁ 


Fig. 7. — Différentes positions de la courbe suivant los valeurs 
du discriminant, 


sommet en reste encore éloigné d'une division, soit à 


la distance de Ὅν ἢ ou 4.2 = + 1 
24 2 


En résumé, suivant les diverses valeurs du discri- 
minant b— 4ac,on obtient les courbes de la figure 7. 


Remarque I. — En ce qui regarde le signe de 
irinôme, nous pouvons résumer nos acquisitions par 


une seule proposilion : 


ÉQUATIONS ET TRINÔME DU SECOND DEGRÉ 109 


Le trinôme ax? + bx + ce a toujours le signe de 
son premier terme, excepté pour les valeurs de x 
comprises entre les deux racines. 


Re narque II. — Dans les exemples qui pré- 
cèdent, nous avons supposé a positif. 

Si a est négatif, les courbes du trinôme seraient 
analogues, seulement, elles seraient disposées d’une 
façon inverse, leur convexité serait tournée vers le 
haut. 

Dans ce cas, les minimums trouvés, qui sont des 
minimums en valeur absolue, deviendraient des maxi- 


mums, puisque leur signe serait changé. 


Résumé des variations de la valeur du trinôme. 


Si nous nous reportons à l'équation [2] du 
4ac — b? 


no {46, nous voyons que la quantité τ ΤῊΣ 


élant 


invariable, la variation du second membre de [2] 


b Δ 
dépend de (- + Ὶ ᾿ 


2a 


Si x croît de —— © à — δι ; (- + ze) croit do 
24 24a 


— ὦ à 0, et (z + σα décroit de + « à 0. 


Dear, SA UD ENS 
Si x croît dr — 57 à + 0, (a+ στ) croit de 0 
à +- wo. 
Nous pouvons donc conclure que : 
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19 Si a est positif : 
ie he 
y part de +, décroit jusqu'à a (ΞΞ-} 


Au? 
puis croît jusqu’à - οὐ, 


2", ἢ 
La plus petite valeur de y esl donc 2 - elle 
La 
se présente lorsque + — — - (1/2 somme des deux 
racines). 
29 δὶ a est négatif, 
y part de -—— «, croit jusqu'a «a AE à puis 
| 4 α { 
décroit jusqu'à — ©. 
4 | Re . 4ac—b? 
y atteint sa plus grande valeur, c’est-à-dire τ ἢ 


lorsque x égale encore la 1/2 somme des 2 racines. 


Le petit tableau suivant résume ces variations. 


Ü 
ΝΣ ΟΣ re 
À <h2 
a>>0 ἢ} - ὦ décroit Le croit -} ὦ 
.. 4Æac— b? 
a << 0 y | —œ@ crait LE ce décroit — co 


Remarque. J'engage les élèves à revoir à ce 
propos le n° 109 de Pour comprendre le calcul difJé- 
renliel ; ils se rendront mieux compte .} la façon don- 
l'étude même sommaire des dérivées fac [6 l’obtent 
tion des résultats que nous venons d'enregistrer. 
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Les inégalités du second degré. 

Les inégalilés du second degré se résolvent à l’aide 
des principes déjà mentionnés à propos des inégalilés 
du premier degré. Mais ici, l’application de ces prin- 
cipes est plus délicate. On peut discuter les différents 
cas d’une façon toute théorique, mais ce procédé est 
assez malaisé à en faire comprendre le mécanisme et 
je préfère traiter des cas concrels qui parlent davan- 
tage à l'esprit. C'est ce que nous verrons dans la leçon 
suivante sur les applicalions et les exercices concer- 
nant les équations et le trinôme du second degré 


CINQUIÈME LEÇON 


EXERCICES SUR LES ÉQUATIONS, LE TRINÔME 
ET LES INÉGALITÉS DU SECOND DEGRÉ 


Il n'existe qu’un seul moyen de retenir les notions 
théoriques données dans la précédente leçon et ce 
moyen consisle à faire des exercices exlrêmement 
nombreux sur les équalions du 2° degré. De cette 
manière, l'élève retiendra les règles et les formules, 


148. Dans une première série d'exercices, nous ne 
donnerons que des équalions de la forme 
a +pr+q—=0 
c’est-à-dire où le coefficient de x égale l'unité, 
Pour les résoudre, il faudra donc prendre la for- 
mule [4] du n° 111 : 


P p° 
Δ) = — 9 Ἐν — Q: 


Résoudre l'équation x3— 12 x + 35 == 0. 
En appliquant la formule, on a : 
2 = 62 V36— 35 — 6 +1. 
Donc z'=+6+1-=+7, 
α΄ = +601 +5. 


Morgux. — Pour continuer l’Algèbre. 8 
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Vérification : Le meilleur moyen de vérifier la solu- 
tion consiste à faire la somme, puis le produit des 
racines trouvées. 

La somme des racines, ou 7 + 5, doit égaler —- p, 
c’est-à-dire le coefficient de ἃ pris en signe contraire. 
Ici, ce cocfficient est —- 12 ; il deviendra donc + 12. 
Or, 7 +5 = 12. | 

Le produit des racines doit égaler la quantité 
connue + g; on a donc : 5 X 7 — 35, ce qui est encore 
exact. 


149. Résoudre l'équation x? + 11 x + 10 — 0. 
En appliquant la formule, on a : 


11 [Ai \? 
ARS PES (+) Dos 
ou ᾳ =— 5,5 + 1/30, 25 — 10; 
ou x = — 65,5 +4,5; 
d'où Ld'=—5,9 ΞΕ 4,5 ——1 
et χ᾽ —=—5,5— 4,5 ΞΞ — 10. 


Vérification : somme χ' + x" —(—1) + (--10) = 
— 11, soit en effet le coefficient de x changé de signe, 

Produit z'x" = (—1)}(— 10) = + 10, soit la quan: 
lité connue + 10. 


150. Résoudre l'équation x? — 2 x — 63 = 0. 
On a : 


z=1+ Vi +63 =1+ γ θά ou 1-Ὲ 8. 
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Donc æ -Ξ 1 - ὃ -ξῷῶο et x" --- 1 ---- ὃ -Ξ 7. 
Vérification : x - αἱ τὸ —7 - 9 = - 2, soit —2 
changé de signe. 
α΄ χ' τὰ —7 X 9 = — 63, c'est-à-dire la quantité 
connue, 


151. Résoudre l'équation x? + 3x —4 = 0. 


On a: τ = — 1,5 + \/2,25 +4 
ou me] 5ler-255 ; 
et z'=— 1,5 +2,5 = +1; 
α΄ = —1,5— 2,5 = —4. 
Vérification : somme α΄ + x" = —4 +1—-—3 
Où — p. 
Produil z'x" = 1 X (— 4) = —4 ou ᾳ. 


152. Résoudre l'équation x? — 3 x + 4 — 0, 


9 9 
. — = + —— ms 
On a : ΗΜ" DANS À. 4, 
3 f| 
ΟἽ πε τ + ΤΑ Ὁ ΤῊ 


Donc, les racines de cette équation sont imr Jinaires. 
Nous allons voir ce qu'indique ce résultal dans un 
problème. 


153. Diviser le nombre 10 en deux parties dont le 
produit soit égal à 27. 
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Soit x l’une des parties ; l’autre sera 10 — x el l'on 
pourra écrire : 


ou — 4? - 101 ΞΞ 27. 
Changeons tous les signes pour avoir æ? positif ; il 
viendra : 
M 170 ἅ ΞΞ 2 27, 
ou encore x? —10x - 27 — 0, [1] 
d'où x =9 + 25-27, 
ΟἹ A AS Fu VE 


On a donc pour x’ el pour x’ deux valeurs imagi- 
ñaires. Ge résullat signifie qüe le problème est in pos- 
sible : on ne saurait trouver deux nombres dont la 
somme soit 10 el le produit 27. 


154. Autre solution. On aurait pu écrire direcle- 
ment l'équalion [1]. Nous savons en eflel que dans 
une équation du 2’ degré, le coefficient de x repré- 
sente la somime des deux racines (donc de deux 
nombres) pourvu qu'on ait soin de changer le signe 
de celle somme. 

Îci, le cocfficient de æ, dans notre équation, sera 
donc : — 10. Le produit de ces deux nombres (ou des 
racines) doit égaler g, la quantité connue. On écrira 
donc d'emblée : 


æ—107x +27 = 0. 
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155. On résoudrait de la même façon des problèmes 
de ce genre : 

Trouver deux nombres dont la somme soit 5 et le 
produit — 84. On écrira : 

x? — 5 x — 84 —0. 

En résolvant l'équation, on trouve pour racines 12 
et — 7, et l'on voit aussitôt que la somme de ces 
deux nombres est bien 5 et leur produit — 84. 


156. Trouver une équation de la forme x? + px + q 
= 0 qui adinelle pour racines χ' + 1 οἱ x!" +1. 

D'après les n°% 112 el 113, on peut écrire inrmédia- 
tement les quantilés qui représentent la sonme et le 
produit des deux racines, on aura donc : 

Somme des rac. = (x +1) +(x" +1) =x +7" 
+ 2, 

Produit des rac. = (α' + 1) (x" +1) = @’ x") + 
(α! - a) +1 =q—p +1. 

L'équation demandée cst donc : 

a +(p—2)x +q—p+1—-0. 

Résolvons celte équation, nous aurons pour. les 

deux valeurs de x : 


C'est-à-dire x’ + 1 et χα + 1. 
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Exercices sur la nature des racines d’une équation du 
2e degré. 

157. Indiquer, sans résoudre une équation, quelle est 
la nature de ses racines; leurs signes, leur somme et 
leur produit. 

Cette question est souvent posée aux examens : il y 
a donc lieu d’insister sur la solution de problèmes 
de ce genre qui, au demeurant, sont, comme on va Île 
voir, d'une grande simplicité. 

Le premier soin de l'élève consistera à rechercher, 
aussi rapidement que possible, la valeur de la quan- 


tité sous le radical; non pas la valeur exacte, mais 
ὦ 

simplement si ἐπ -- qg est nul, plus pelit on plus 

grand que zéro. 


P 


À cet eflet, il élèvera — τ au carré et il νοῦ γᾶ 


aussitôt si sa valeur égale la quantilé connue 5, Οὐ si 


elle lui est inférieure ou supérieure. 
: P tres ; 
10 Si — 5 Qu carré est inférieur à 4. la question 


est résolue : racines imaginaires ; exemple : 2? — 2 x 
+ 4 — 0, mais leur somme τα 2 οἱ leur produit — 4, 


20 Si — 5 au carré égale q, le radical devient 918] 


2 
( nr li 9) ; donc, 2 racines réelles el égales ; 


leur signe est contraire à celui de p, dans l'équalion 


proposée. 
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Exempu : ἃ —2zx + 1 —0. La quantité sous le 
radical est 1 — 1 — 0 : racines égales ayant le signe 


contraire à p ; donc +. 


Ἔ ) L A! ; 
39 Si — δ᾽ au carré est supérieur ἃ q, on ἃ 2 racines 


réelles et distinctes. 

Dans ce cas, on examine aussitôt le signe de q. 

+ q donne 2 racines de même signe; ce signe est 
contraire à celui de p. 

— q donne 2 racines de signes confraires; la plus 
grande en valeur absolue ἃ un signe contraire à celui 
de p. 

Pour que l'élève retienne mieux les notions qui se 
rapportent à ce cas particulier des équations où l'on ἃ 

Β΄ — q> 0, c'est-à-dire une quantité positive sous 
le radical, il fera bien de considérer avec réflexion le 
petit tableau suivant qui renferme les 4 formes pos- 
sibles que puisse prendre une équalion du 2’ degré. 


(a) æ° + px +q=—o αἱ et x'! sonl de même signe el négalifs { signecon- 

Gæx —pr+q—o æ'etx" sont de méme signe el positifs À traireap. 

(Y)T + ρα —q=0 | æ' et x! sont de signes contraires 

(δ) ὦ — px —q—o ὶ La plus grande racine : signe différent dep. 
158. Dire à première vue la nature des racines de 


l'équation : 
a — 8 x + 12 — 0. 


Cette équation est de la forme () ; donc, racines 


toutes deux positives, produil x’ x’ = 12 ; somme 2 
+ 2" = ὃ. 
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Nota. L'élève pourra vérifier en résolvant f’équa- 


tion. : 


159. Même question concernant l'équation 
a + 11x + 10 = 0. 


Equalion de la forme (α) ; donc racines toutes deux 


négalives. 
Æ'+x"=—11;2 2" —= +10. 


160. Même question pour x? — 28 x —-480 = 0. 

Equation de la forme (6); racines de signes ron- 
traires, la plus grande en valeur absolue est posilive, 

α' +" — +98 ; χ' x!" — -— 4δ0. 

Vérifiez en résolvant l'équation, 

19 x 
D 

ἄδειο équation peut s’écrire sons la formo (y) : 


161. Même question pour x8 + — 6 — 0. 


2 + D x—6 —0. 


Donc, racines de signes contraires : la plus grande 


19 
en valeur absolue est négative (x! + x" = — =! 
x' x" = — 6). 

On trouve en effet : æ — 1,2 et x" = — ὃ. 


162. Même question pour l'équation 
ὃ — = = 1 +Vx 


Χ 
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| Dans ce cas, il faut ramener l’équation à la forme 
générale et faire disparaître si possible les radicaux. 
Nous avons d'abord en réduisant au même dénomi- 
nateur : 


8 Vx—10 = γα +2, 
ou 7 γα = 10 + x: 
ou en élevant les 2 membres au carré : 
49 x = 100 + x? + 20 x, 
ou finalement : 
zx? — 29 x + 100 — O0. 

Cette équation est de la forme (6); donc q positif : 
racines de même signe, et ce signe a le signe de — p, 
donc +. 

α' Ha" = +29: α' = +100. 


163. Résoudre graphiquement une équation du second 

degré ramenée à la forme x® + px + q = Ο. 

Nous avons vu dans les volumes précédents : Géo- 
métrie plane, analylique, οἴο..., qu’on peut extraire 
des racines carrées, résoudre des questions de rapport 
ou des équations du premier degré à l'aide de la 
méthode grephique. Or, il n’est pas plus diflicile de 
trouver graphiquement les 2 racines d’une équation 
du second degré, si l'on ἃ soin de la ramener à la 
forme générale +? + px + . 

Le micux, à cet cllet, est de se procurer une grande 
feuille de papier quadrillé au millimètre, dont se 
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servent couramment ingénieurs et architectes pour 
leu:s épures. 

Nous allons prendre pour unité un centimètre ; 
dans ces condilions, le quadrillé nous donnera une 
approximation de 1 dixième. Si l’on désirait davan- 
tage, il faudrait choisir une unité plus grande : 5 cm. 
ou même 10 centimètres. Mais pour notre démons- 
tration le centimètre suffira. 

Traçons sur notre feuille 2 axes rectangulaires et 
dessinons la courbe de la fonction (fig. 8) : 

y = a. 

C'est une parabole que nous avons étudiée déjà 
bien des fois (:). Nous savons la construire et la courbe 
de la figure 8 de cet ouvrage n’est que la reproduction 
sur quadrillé plus fin de la courbe de la fig. 41 du 
Calcul différentiel. 

Toute l'opération consistera donc maintenant à 
tracer sur celle feuille, en prenant les mêmes axes que 
ceux de la parabole, une droite répondant à une équa- 
lion que nous dictera notre équation du second degré. 

Aussi, insisterai-je pour qu'à cetie occasion vous 
repassiez à Lêle reposée la 116 Leçon du Calcul difJé- 
rentiel, maïs surtout le n° 43 de la Géométrie Analy- 
ligue qui vous apprendra à construire une droite 


(1) Voir en particulier Géom. dans l'Espace : n°s 149 et 159; 
Calcul différentiel : n° 24 et fig. 4r. 


ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 123 


d'équation donnée, par exemple, celle qui représente 
la fonclion y = 4x -ἰ- ὃ ou y — ax + b. 

Soit donc à chercher graphiquercent la solution, au 
mieux, la valeur des racines x’ et x’’ de l'équation du 


second degré : 


[1] x-—-2x-—4 —0, 
Mettons-la sous celte forme : 
[2] ax — 2x +4, 
et faisons x? = y, il viendra : 
y = 2x +4. 


Maintenant si, sur notre quadrillé où nous avons 
construit La parabole y = x?, nous superposons en la 
construisant, la droîite d'équation : 

y =2zx +4, 
nous allons conslaler combien 1] est facile d’en 
déduire les valeurs des racines de l'équation du 
2° degré proposée. 

Cherchons 2 points de l'épure par où passe la droite 
d'équation y = 2% + 4. 

Pour x == Ὁ, nous trouvons y — - 4. 

La droile coupe donc l’axe des y à 4 unités au-dessus 
de l'axe des x. 

Faisons maintenant + = 2; alors y = +- 8. 

Nous avons déjà 2 points calculés : 

œ=0,y=+4) οἱ (= τι} = +8); 


cela nous suffirait à la rigueur ; mais pour vérifier, 
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nous pouvons chercher l'endroit où la droite coupe 
l'axe des x, c’esl-à-dire ou y égalera zéro. 
Si dans l’équation y = 2x + 4, nous faisons y = 0, 


nous aurons 2æ4+4—0 
4 
ou LT = — DI ΞΞΞ---- 2: 


La droite qui passe par le point (x = 2, y Ξξξεξ 8) οἵ qui 
coupe l'axe des y au point y —4, si nous la prolon 
geons, vient en effet couper l'axe des æ au point 
3) — — 2. 

Soient maintenant Letl,, les points d'inlersection 
de la droile avec les deux branches de la parabole. Dès 
lors que le point 1, est sur la parabole el sur la droite, 
si son abscisse est æ, son ordonnée est x? sur la para- 
bolc et 2 x + 4 sur la droite. 

L'abscisse du point f, est donc solulion de l'équation 
[2] qui est équivalente à l'équation [1]. 

On voit de même que l’abscisse du point L est 
solution de [1]. 

Les racines de l'équation βοὴ} 1’ = — 1, 236 οἱ 
x' = 8, 290: 

Nous n'avons pas la prétention, avec une si pelite 
échelle, de Hire La 3° décimale, mais on verra que les 
points d'intersection ἢ et 1, de la droite avec la para- 
bole, sont bien ἃ — 1,2 et à 3,2 de l'axe des y. 

164. Résoudre graphiquement l'équation 

at +0,5x—7,5 = 0, 


ÉTELTERLIITELLELLILLLE 


fl ju il ᾿ . | 


/  _ ἢ 


Fig. 8. — Procédé grephique pour résoudre une équation 
du second degré. 
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Le même quadrillé, avec sa parabole, va encore 

nous servir pour résoudre l'équation. 
2? +0.5x—7,5 = 0. 

Nous écrirons +? ou y = —0,5x +75; 
pour æ = 0 y = + 7,9. 

C'estle point d’intersection de la droite avec l'axe 
des y (fig. 8); | 

pour æ = 2 y = + 6,9. 

Marquons ce deuxième poiut et traçons la droile 
par les deux points ainsi déterminés. Gelte droite coupe 
les deux branches de la parabole aux points ayant pour 
abscisse - 2,5 et — 3. 

On peut vérilier que ces valeurs correspondent bien 


aux racines de l'équation proposée. 


165. La surface d’un triangle rectangle est de 
150 mètres. Son hypolénuse a 25 mètres. Quelle est la 
longueur des deux côtés de l’angle droit ? 
Solulion. Appelons a, l'hypoténuse ; ὃ et c les deux 
côtés de l'angle droit. La Géométrie nous enseigne qu'e 


Surface — be 


LR] 


et a? -- b? + οὗ (Théorème du carré de l'hypoténuse). 


Nous aurons donc ici : 


22 = 150 et bc=— 300: [1] 


puis, δ5 + c? = 252 = 625. 
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Nous voyons qu'il manque 2 be à b? + c? pour faire 
un carré parfait, c’est-à-dire le carré de b? +- c?. 

Or, pu'sque bc = 300, nous aurons 2 be — 600. 

I viendra donc facilement * 


δ5 + c? + 2 bc — 625 + 600 — 1 225 


Prenant la racine carrée des 2 membres, il viendra : 


V b+ct+2 bc = \/ 1225, 


ou b+c— 35. 


Cherchons maintenant la valcur de b— c. Il suffit à 
cel effet de retrancher 2 bc de b? +- c’et l'on aura : 


δ5 + c2— 2 bc = 625 — 600 = 25 ; 
en prenant encore la racine des deux membres : 
b—c = 5. 


(Ici, la racinc négative ne saurait êire interprétée). 

Maintenant, connaissant la somme et la différence 
de 2 nombres, nous savons facilement les trouver 
(v. Pour comprendre l’ Algèbre n°8 14 el 15). 

[ci, nous voyons qu'on a : 


b—20 et c— 15. 


166. Nofa: nous avons donné aux n% 14 et 15 de 
l’Algèbre cités plus haut une solution avec une équa- 
tion à 1 inconnue ; on peut plus rapidement arriver à 
un résultat avec une équalion à 2 inconnues. 
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On pose en effet : 


b+c= 35 

b—c= 5 
Addilionnons : 2 = 40 
D'où ΞΞ- ἢ} 


6ὁ--35 - b = 35 — 20 = 15 


167. Partager 552 en 3 purlies dont les racines carrées 
soient proporlionnelles à 7, 5 et 8. 

Les racines carrées des parties demandées devant être 
proportionnelles à 7,5 ct 8 ces parlies elles-mêmes 
doivent être proportionnelles à 72, 53, 82, soit à 49, 95 
el 64. Nous pouvons donc les réprésenter par 49 x, 
25 x?el 04 x?. Au total 138 x?. 

Nous écrirons donc : ; 

188 %%,=.552, 
, n32 
d'où | x? — TE — 4. 
Les parties demandées sont douc : 
4 X 75 — 196 dont racine carrée — 14 
425% 52" [00 -- = 10 
AR 825200 --ς == 16 
On voil aussitôt que ces racines carrées 
14, 10 et 16 
sont bien proportionnelles à 
7, Ὁ et 8, 
et que leur somme égale 532, soil : 
196 + 100 + 200 — 532, 
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168. La surface d’un rectanale est de 486 mètres carrés. 
Si l’on augmentait chaque côlé de 2 mètres, la surface 
serait de 580 mètres carrés. Trouver les côlés de ce rec- 
tan gle. 

Soient xet y les dimensions du premier rectangle; 
celles du second seront x + 2 et y + 2, et l’on écrira 
les deux équations suivanLes : 

æy = 486; 
(x + 2) :y + 2) = 580. 

De la 2° équation, on déduit facilement la somme 
des 2 dimensions, 8501} 4 + yet l’on a 

æ + y = 40 

Nous savons maintenant que la somme æ + y = 45, 

Tandis que le produit x y == 486 ; Ἢ 

Nous pouvons donc posur l'équation dont æetly sont 
les racines et nous écrirons : 

22 — A5 z + 486 = 0. 

Celle équation a pour racines 27 ct 18 

Réponse: Lo triangle prunitif avait donc : 

longueur = 27 m. οἱ largeur = 18 mètres, 


169. Une lampe à gaz el une lampe électrique ont 
des inlensilés qui sont entre celles comme ὃ et 7. La 
lampe à gaz est à 3 mèlres d'un objel ; si on lui subs- 
lilue la lampe électrique, à quelle distance devra-t-on 
placer celle dernière pour que l'éclairement de l’objet 
ne change pas de valeur. 


Moneux. — Pour continuer f’Algèbre. 9 
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Appelons x cetle distance; la Physique nous apprend 
que l'éclairement varie en raison inverse du carré de 
la dislance à la source Inmineuse (1); nous écrirons 


donc immédialement : 


5 τ 
eg 
d’où D'ETS=T7EUO 
ou Ὁ 2.5 Ξξ 081 
δ 
ou = + 3 m.549. 


Le signe “Æ indique ici qu’il est indifférent, pour 
que l’objet soit également éclairé, que la lampe élec- 
trique soit à droile ou à gauche de cet objet. 


470. Résoudre l'équation 25 x (x + 1) = —4. 
Eflectuant, il vient successivement : 
25 x? + 25 x — — 4, 
ou 25 x? + 25 x + 4 — 0, 
Cette équation étant de la forme ax? + δὰ + € = 0, 


on prendra la formule : 


— δ TE Vb?—4 ac 


2 a 
pour la résoudre, et l'on aura : 


25 + 1625400 | 
ET LT 


- στε 
Re 


(1) Voir Pour comp. la Physique moderne, n° 89. 
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d’où 
κ = dt 19.20, Ἴθ τς 1 
D ml De 
᾿ " —25—15 40 4 
D τας στο ς τον τ Το GIE δ 


171. Résoudre l'équation : 2 x? + 35 = 17 x. 
On écrira : 
2xt-— 17 x + 35 = 0, 
et l’on trouvera, en appliquant la formule : 
x —9 a" = 3,5. 


172. Résoudre l'équation : 4 x® — 21 x + 26 — 0 
On trouve : 
α' = 8,25 οἱ x" = 2. 


173. Résoudre l'équation 5 x? + 24 -- 26 x. 
On écrira : 
5 x3 — 26 x + 24 = 0, 
et l’on trouvera : 
t'=4elx =. 


174. Indiquer à simple vue la nature des racines d’une 
équation de la forme : | 
ax? + bx + c τεῦ. 

Ici, on s'inspircra de la méthode déveioppéc au 
n° 197. On commencer: par s'assurer que υ — 4 ac 
n'est ni nul, ni négatif. 

S'il élait négalif on aurait des racines imaginaires. 
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S'il était nul, nous aurions deux racines égales, muis 
de signe contraire à b. 

Il est inutile, praliquemen!, de considérer le ou τ ; 
car on suppose a positif. Si a étail négatif, il serait 
facile de le rendre positif en changeant les signes de 
tous [65 termes de l'équation. 

Si b? — 4 ac est positif, c'est-à-dire plus grand que 
zéro, on a 2 racines réelles et distinctes. 

Alors : 

Si 6 est positif, les deux racines ont même signe et 
ce signe est différent de celui de b. 

Si c est négatif, les deux racines sont de signes con- 
traires et la plus grande en valeur absolue a un signe 
dilférent de celui de ὃ. 

Les quantités a, ὃ, c, n'étant pas nulles et les racines 
élant réclles el distinctes. nous pouvons comme nous 
avons fait au n° 157, donner un petit tableau des 
4 formes que peuvent prendre les équations du 
2e degré ayant un coefficient au terme en x. 


(a, αὐ + να + απο. αἱ el αὐ négalifs ) 
(Let br +e—=0o'xe a" positifs ᾿ 
(y) ax? -- μὰ —c=0 j re x! de signer rontraires. 

(Ὁ) ax + bæ —c==0 À La plus grande racine ; signe contraire deb. 


signe contraire de ὃ, 


La somme des racines, dans ces 4 formes est égale 


: ῦ 
Le produit des racines est égal à PTE 
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On le voit, les résultats sont tout à fait analogues à 
ceux que nous avons trouvés au n° 197. 

Nous allons donner quelques équations de la forme 
ax? + bx + c τ 0, sur lesquelles l'élève pourra s’exer- 
cel: 

175. Indiquer sans résoudre les équalions suivantes, 
la nalure de leurs racines : leurs signes, leur somme 
el leur produit : 

Ba + 8x+ 4 =0(. 
4x?—12zx + 9 —=0. 
6x—11xz—35 = 0. 
243— 19 x + 39 = 0. 
Ὁ 22 + 19 x — 30 = 0. 
2x1— 912 --- ὃ =0. 

Ces exercices n'offrent aucune difficulté. Je laisse à 
l'élève le soin de répondre. La vérification sera facile : 
il lui suffira de résoudre ces équations ; les racines 
qu'il obtiendra lui diront si ses solutions sont exactes. 


Exercices simples sur les inégalités du second degré. 
176. Nous avons vu au n° 42 que la résolulion d’une 
inégalilé consiste à délerminer les valeurs qu'il faut 
donner à x pour que subsiste l'inégalité. Soit donc l’iné- 
galité suivante du 2° degré : 
br?— 8x - 450. 
” Cherchons d’abord la valeur de son discriminant. 
Nous trouvons D? -— 4 ac — θά — 80 -- —— 16. Le dis- 
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criminant élant négatil, les racines sont imaginaires. 
Quelle que soit La valeur attribuée à x, la valeur cor- 
respondante du trinôme aura le signe de + 5 (ou 
+ à); elle sera donc positive, c'est-à-dire plus grande 
que zéro. 

‘Il s'ensuit que tout nombre posilif ou négatif est 
solution de l'inégalité. 

Mais si nous inversons l'inégalité précédente et si 
Nous écrivons : 

5x —8x+4<O, 

aoUs voyons qu'aucun nombre cette fois ne peut 
salisfaire à l'inégalité, puisque {a valeur du trinôme 
resle loujours posilive, comme nous venons de le 


conslatcer. 


177. 19 Résoudre les deux inégalités suivantes : 
42x—12z - 9:50; [1] 
4x?— 12x -,θ «0. [2] 
Cherchons encorc la valeur du discriminant. Cette 
fois nous avons pour [1] : b? — 4 ac — 0, car il vient 
sous le radical : 144 -— 144. 
Si l'on égale le trinôme à zéro, on constate qu'il a 


pour valeurs communes de ses deux racines : 


PRE RP AE: arr ἩΣῊ TS 
ΣΡ ΝΕ 2 a Là ὃ + PAR 


Ainsi, lo trinôme n’est annulé que pour x — T : 
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Pour toute valeur autre que τοὶ, le trinôme reste 


pa 


postli]. 
11 s'ensuit que l'inégalilé [1] admel comme solu- 


: ἈΠ: 
lions {ous les nombres, exceplé 5 
Mais, en raisonnant comme nous l'avons fait au 
nuiméro précédent, nous voyons du même coup que 
l'inégalité [2] n'adimet aucune solulion. La valeur du 
D 


trinôme, quel que soil x, sera loujours positive, 


2° fésoudre les deux inégalilés suivantes : 
At — 19% +390; [1] 
2x? — 19 x + 39 «-. [2] 
Ici, le discriminant n’est ni nul, ni négalif. Le tri- 
nôme, égalé à zéro, a deux racines réelles et dis- 


tincles. On trouve en effet : 
᾿ 13 
x τα -|- ὃ οἱ Ὁ οἱ Ἢ 6,5. 


Maintenant, rappelons-nous la Ποπα χα du n° 146: 

« Le Lrinôme ax? -ἰ- br - ca toujours le signe dé 
son premier lerme, exceplé pour les valeurs comprises 
entre ses deux racines. » 

Comiue dans [1], a est positif, le trinôme proposé 
restera positif lant que nous donnerons à x des valeurs 
qui seront en dehors de ses racines, c'est-à-dire qui 


comprendront tous les nombres entre — οὐ οἱ + 3 
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d'une part, et les nombres allant de + 6,5 à + ©, 
d’autre part. 

Au contraire, l'inégalité [2] ne sera salisfaile que 
pour les nombres compris entre les deux racines, 
c'est-à-dire entre + 3 et + 6,5. 


9° Résoudre les inégalilés suivantes 1 
— 62 +11x +35 >0; 
— 6 x? + 11 x + 35 < 0. 

Dans les inégalités précédentes, nous avions a 
positif ou + a, comme coefficient de æ?; ici, nous 
sommes en présence de a négalif οἱ — a. 

Ce terme négatif va changer nos conclusions. 

Le trinômce [1] égalé à zéro nous donne pour 
racines : 


= — D et+8,5; 


mais comme a est négalif, les solutions de l’iné- 
galité [1] seront les nombres compris entre les racines, 
Ὁ. = 

depuis — 7 jusqu'à + 3,5. 

Ce sera l'inverse pour l'inégalité [2]. Tous les 

0 # δ , 

nombres inférieurs à — 3 et tous les nombres supc- 

ricurs à + 3,0 fourniront des solutions à celle inéga- 


lite. 


SIXIÈME LE ÇON 


ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT 
AU SECOND DEGRÉ 


LES ÉQUATIONS BICARRÉES, 


Une équation du quatrième degré, qui paraît de 
prime abord très difficile à résoudre, n'est guère, en 
fait, plus compliquée qu’une équation du second 
degré. Je vais le démontrer par des exemples. 


178. Soil l'équation complète. 
3x'—7x? +2 —0. 

La plus haule puissance de x élant 4, l’équalion est 
du 45 degré; on dit aussi qu'elle est bicarrée; elle ne 
reuferme que des puissances paires de l’inconnue. 

D'une façon générale, elle se présente sous la 
forme : 

ax! + bx? + cç — 0. 
Mais parfois le terme en x? manque et l'on a : 
ax + c = 0, 
ou, en isolani χ',, 1 vient : 
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C 
Posons = 
a 
nous aurons a τῷ ῃ. 


179. Exemple : Supposons qu'on ait 


9 χα" — 768 = 0. 
Nous dirons Lu le = 256. 


Nous pouvons prendre la racine carrée des deux 
moiubres sans altérer l'égalilé et il viendra : 
Va = + 1256. 
ou 2 = + ψ 256 ou 2? = + 16. 


Nous avons donc dejà deux solutions el nous voyons 
qu'on ἃ : 


ou a? = — 10. 
Résolvons la première équalion +? = + 16, nous 
aurons : 
m= + V1; 
donc, deux racines : 


α΄ = +4, 
οἱ Te, ΞΞ —— 4. 
Mais la seconde équation x? — — V16 nous donne 


CnCore ὁ 


α΄, τ + V— 16, 


et x = — — 16, 
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soit, au total, 4 racines : x’,,x"",,x’., x’, ; seulement, 
les deux dernières sont imaginaires. 

Tel n’est pas toujours le cas, mais ce qu'il nous 
faut retenir, c'est que toute équation bicarrée admet 
4 racines égales deux à deux et de signes contraires. 

Dans lexcmple précédent, on a en effet : 
pour les racines α΄, et 2°, deux valeurs égales et de 
signe contraire : 

+4et— 4, 
et pour les racines +’, et x’”, deux autres valeurs égales 
et encore de signes contraires : 


PE Ὁ AGE 5: τιν το 0 
Nous pouvons maintenant aborder la solution de 
l'équation complète, maïs pour ne pas Cembrouiller » 
mon jeune lecteur, je choisirai tout spécialement une 


équalion où le coefllicient du terme en æ# sera 
l'unilé (Ὁ). 


180. Soit donc à résoudre l’équalion bicarrée sui- 
vante 2 
a — 10 x? +9 = 0. 
Posons 123 = y dès lors τὴ deviendra y. 


Nous allons douce mettre y? et y à la place de z'el 


(τ, Ἡ va sans dire que si l'on avait affaire à une ‘qualion où 
lo creflirient de æ? serait autre que l'unité soit 6 αὐ par exomple, 
il sullirait de diviser tous les termes de l'équation par 6 pour la 
amener à l'exemple du n° 180 que nous allons éludier. 
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de x* dans l'équation proposée en ne perdant pas de 
vue, toutefois, la valeur réelle des termes que nous 
remplaçons, et nous écrirons : 

y*— 10 y +9 = 0, 

Cette fois, nous avons une équalion du 29 degré que 
nous savons résoudre. Tirons-en la valeur de y, il 
viendra : 

y =5 + ν 20.9, 
ου y --ῦ- V6; 
mais comme nous avons supposé que y = L?, nous 


écrirons maintenant : 

you τα ὅ ΞῈ V16, 
98 αὶ ἘΞ Ξ À /5 16, 
ou x = + V5E4 


La quantité sous le radical vaut 5 + 4 — 9 ou 


ὃ — 4 — + 1,si bien que + vaudra + V9 ou as V1. 
Donc, encore quatre racines : 


r'= +3; χ᾽ = —3 (égales et de signes contraires). 
α΄ τ +1;x",=— 1 (égales et de signes contraires). 


Représentation graphique de l’équation 
X° — 10 +9 = ο. 


181. Nous avons donné au n° 112du Calcul diffé- 
renliel, une représentation graphique d'une équation 
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du 45 degré, mais comme dans cet ouvrage, nous avons 
toujours fail appel aux dérivées, il n’est pas inoppor- 
tun de montrer comment on peut construire la courbe 
représentative à l'aide seulement de l'Algébre. Les 
racines de l'équation nous donnent déjà Les abscisses 
et les ordonnéesde 4 points différents et symétriques 
deux à deux : 
+3et—3; puis, +1et—11(lig. 9). 
Faisons ἃ —+2 dans l'équation et nous trouvons 


pour y : AGIT 


Pour æ = 0, nous avons aussi y = - 9. 
De chaque côté de l'axe de symétrie, la courbe 
descend donc dey = + 9 à — 15. 
Mais il faut. voir si ce point d’abscisse + 2 et d’or- 
donnée — 15 est le plus bas que la courbe puisse 
atteindre. Il faut donc chercher le minimum de la 


fonclion égale à y. Dans une leçon suivante, nous don- 


_nerons des règles générales pour déterminer les maxi- 


muius et les minimums : toutefois, dans ce cas parti- 
culier, le minimum de la fraction peut êlre trouvé 
d’une façon assez simple. 

Nous allons décomposer l’équation 

xt — 102 +9 = 0 

en deux facteurs, un peu à la façon que nous avons 
employée pour l'équation du second degré (n°8 133 οἱ 
guiv.) 


Valeurs 
de 


ms... 


Fig. 9. — fieprésentation graphique de la fonction bicarrée : 


Ὁ" 


-ΙἸΟΩ͂ἕ- 9 ΞΞο. 
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Soit en général l’équalion 
at + pr? + g = 0. 

Si ses racines sont réelles, comme c'est le cas dans 
notre exemple, nous pouvons, si nous prenons τ, 
comme inconnue, appelant toujours les racines æ'æ", 
écrire : 

χ' + pr? + 9 —(x?—2"?) («5 -- 5). 

Mais nous avons trouvé précédemment : 

x τα δ τί: 4/16; 
donc, ρον; 5 + γ᾽ 16 


et pourx'"?: ὃ — 16 

Il viendra donc : 
dt + pr? + q = (at—5 — 1/16) (x —5 + V/ 16). 

Cela revient à mulliplier une somme par une diffé- 
rence et l'on obtiendra une différence de carrés. Le 
second membre de l'équation précédente deviendsa 
donc : 

(x? — 5)? — (16). 
Posons : 
(x? — 8) — 16 = m; 

il est évident que si, dans 1: — 5, nous faisons 5 = γῇ, 
le binôme s’annule et la fonction n’a plus que la va- 
leur de — 16, pour x? = ὃ. 

Donc — 16 correspond à x = ΞῈ V5 x 

Dès lors, nous voyons que -— 15, qui correspond à 
x — =E 2, n'élail pas la plus petite valeur de la fonction. 
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18, qe RSR 9 V5 , on a uno crdonnée y = — 16. 

Mais à partir de æ = + ὃ, correspondant ἃ y = 0, 
les ordonunées croissent très vile : 

On a pour tes AR Eh 

οἰ ρος &=+4;,,y 105. 

Π faudrait une épure énorme pour représenter 
même les varialions de léquation proposée, en se 
barnant seulement aux valeurs comprises entre : 

NC CE ΞΕ ῊῚ | 


Nous pouvons maintenant dresser le tableau des 


valeurs correspondantes de x et de y (ν D τῷ 2,230) 
Valeurs Valeurs 
de x de y 

— ὦ + co 
a + 105 
— 3,5 + 37 
Cyr 3 0 
CR 2,236 Ἔ- 10 
-- ἃ — 15 
— 1 0 

( HAS 
+ 1 0 
+ 2 — 19 
+ 2,200 — 16 
AA, ᾿ 
+ 4 +105 
Ῥω + 
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On représente ainsi ces variations : 
x | — οὦ — V5 0 + VE + © 
y | + décroft — 16 croît 9 décroit —16 croît + οὦ 
182. Soit maintenant à résoudre l’équation bicarrée. 
[1] ax! + br + c = 0. 

Posons encore τὲ = y d’où 24 = μ οἱ dans l'équa- 
tion [1] semplaçons αὐ par y° οἱ x? par y, il viendra : 
ay? + by +c—=0; 

ve. Due dE: VD? duc 
d’où PET Peut PV: 
Mais on a posé 2 = ÿ ou'x = ΞΕ Vy. 
A la place de y sous ce radical, mettons Ja valeur 
de y trouvée à la ligne précédente et nous aurons : 
me {bd + VD?— 4ac 
ν 24 


Donc, 4 racines que nous allons mettre en évi- 
denco . 


Det —* +- — b + Vos — λας 


TANT 


PÈRE Vienne DT 
24 


a τ τττοὺοὺὖοὖοὖοὖὺὖὃὖὉὃὉὃἧἷἦἣ΄᾽΄᾽᾽᾽ -ἤοϑᾧ ἃ,...--- 


--- 0 — \/0° 4αὐ 
οἱ x”, = — pb Va da 


Aa 


Μοπευχ. — Pour continuer l’Algèbre. 10 
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183. Remarques. 

Lorsque les valeurs de ÿ sont réelles οἱ posilives, 
les 1 valeurs de x sout réclles, égales 2 à 2, mais de 
signes contraires. 

Si les valcurs de y sont réclles et de signes con- 
traires, ὦ a deux valeurs réelles égales el de signes 
contraires et deux valeurs imaginaires et de signes 
contraires. 

Si les valeurs de y sont négatives ou imaginaires, 


les 4 valeurs de + sont imaginaires. 


ÉQUATIONS RÉCIPROQUES 
184. On appelle équalion réciproque une équation 
qui ne change pas lorsqu'on y remplace x par τ ; SL 
cette équation admet une cerlaine racine r, clle ad- 
mettra donc également une racine _ 


Ecrivons, par exemple, l'équation du 3° degré : 


ans + br + bx + a = 0 


1 
et changeons æ cn nn nous aurons : 


ὩΣ D ὗὑ 
ποτ ὐπὸ θ᾽. σὴ 
zx > 1 


Or si, dans cetle dernière, nous chassons les déno- 
minaleurs, nous retrouvons l'équation proposée : la 


première est donc une équation réciproque. 
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185. Propriétés des équations réciproques. 

Dans les équations rériproques, les coefficients 
des termes équidistants des extrêmes sont égaux et 
de même signe, ou bien égaux et de signes con- 
traires. 

Prenons par exemple, cette équation du 5e degré : 

a Hat Has 2x χα ----ἰ -ῷ 0. 

Le coefficient du 19 Γ {crme χ᾽ est + 1, celui du 
dernier terme est — 1 : les cocfficients sont égaux οἱ 
de signes contraires. 

Soit encore l'équation réciproque du 49 degré : 

LD LS et 2% --Ξ.1.ΞΞ 0. 


Cocfficient du 127 lerme - 1; dernier terme — 1. 


186. Solulion d’une équalion réciproque du 32 de- 
gré. 

Le plus souvent, pour résoudre une équation d’un 
degré supérieur au second, on abaisse, par un arli- 
fice de calcul, le degré de l’équalion proposée. Nous 
allons en voir un excmpie en prenant l'équalion réci- 


proque suivante, qui est du 3° degré : 
3.8 — 4,5x? — 4,5x - 8 = 0, 


Le coefficient du 12" terme est - 3, comme celui 
du dernier terme, el ils ont même signe. 
L'artifice va consisiter à décomposer le premier 


membre de l'équation en deux facteurs, dont le pre- 
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mier sera un binôme du 1er degré, et l'équation scra 


ainsi ramenéc au 2e degré. 


Les équations réciproques se présentent, en effet, 


sous forine de polynômes qu’on a soin d’ordonner et 
l'on remarque alors que ces polynômes sont divi- 
sibles où par æ+1, ou par x—1, ou par æ?—1,etc.. 

L’équation proposée est divisible par æ + 1. 

Si l'on effectue la division, on trouve au quoticnt : 

32° — 7,9% +3. 
On écrira donc : 
(x +1) (3. --- 7,5 x + 8) — 0. 

Pour que ce produit soit égal à zéro, il faut, ou que 
le 195 facteur æ + 1 soit égal à zéro, ou que ce soit le 
second facteur qui égale zcro. 

Si x+1=0,onar——1. 

La première racine vaul donc — 1. 

Ecrivons maintenant que le 2e facteur égalo 
zéro, Soil : 

322—7,59x + 3—=0; 
nous voilà ramenés à résoudre une équation du 
2° degré. 

L'application de la règle générale nous donncra 
pour valeurs 

de la racine χα" = + 2: 
dela — κα" — +- 0,5. 

Nous avons donc bicn 3 racines : 

LU ΞΞ —1, α' τὸ - et x" — +0,55. 
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187. Soit encore l’équalion réciproque suivante, qui 

est du 45 dégré. 
Æ + a —x—1 = 0, 

dans laquelle manque le terme en 43, 

Le 1e" membre est divisible par «3 — 1 et nous 
écriions : 

(a — 1) (x + x - 1) = 0. 

Faisons x? — 1 —0 

nous aurons alors : 2x? — + 1: 


etx, Ξξ 1 k 
z "δ ' donc 2 racincs 
Ὁ" —=—1 \ 


f 


Écrivons maintenant : τῇ + æ + 1 =0: 


nous trouvons : 


«'. = nr Li V— 9 et x’ — τιν « 


En tout 4 racines, mais les 2 dernières sont 1magji- 


naires. 


188. Soit encore l’équalion du 5° degré! 
αὐ — 1 = 0. 
Divisons æ5— 1 par 2 — 1, il viendra ς 
at La +a +z+ il. 
Nous écrirons donc : 


(— 1) (x + as +a+zx+1) = 0. 
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Faisons æ--1 — [1] 
et 0 Pr mc le rent a ie. Den LA [2] 

Nous aurons pour [I], x = +1. 

L’équation [2] est une équation réciproque du 
4 degré que nous savons résoudre. Elle donne pour + 


quatre valeurs imaginaires. 


SEPTIÈME LEÇON 


ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS 
QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM 


189. ‘Toutes les fonctions éludiées en Algèbre 50 
rangent en types définis auxquels on peut loujours les 
ramener. Nous en connaissons déjà quelques-unes étu- 
diées surtout dans le Calcul différentiel οἱ la Géométrie 
analylique. C’est ainsi que nous avons étudié et repré- 
Β0η {ὦ successivement des fonclions qui se raménen! à 


la forme 
y = ax + b, 
ou fonction linéaire ; d'autres du genre de 
ΠῚ τὰ EEE ar ΟΝ 
Ὁ) Ὁ ax ν᾿ ΠΣ ἘΠΕ: 


celle dernière appelée fonction homographique, et que 


ἢ . 1 f 
nous avons ramenées à la fonction — dont la repré- 
me 


sentation est une hyperbole. 

En passant, nous avons également el à plusieurs 
reprises, fait connaissance avec des fouclions du 
second degré, telles que 


y —=x? ou même y = 4%? + px + q, 
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que nous avons construites graphiquement et qui 
ont loujours abouti à des paraboles plus ou moins 
ouvertes. 

Je ne reviendrai pas sur les fonctions simples, mais 
j'engage fortement les élèves à revoir toute la troi- 
sième leçon de Pour comp. le Catcul différentiel, ainsi 
quo la première partie de la Géométrie analytique, afin 
de se familiariser avec les méthodes graphiques si 
propres à fixer dans l'esprit des nolions quelque peu 
abstraites. 

On a été un peu étonné — je parle de certains 
critiques — de me voir insister dans la Géométrie 
analylique sur 105 problèmes auxquels donnent licu 
le point et la droite. Ceux qui m'ont lancé cetle 
pointe n’entendent évidemment rien à l’enscigne- 
ment: on ne saurait jamais trop insisler sur les 
notions fondamentales, lorsqu'il s'agit d'élèves dési- 
reux d'approfondir plus tard une scicnce quelle 
qu'elle soit. 

Dans cette septième leçon, nous allons aujourd’hui 
aborder d’une manière plus directe l'étude des fonc- 
tions du second degré et les variations du trinôme que 
nous avons précédemment esquissées ; mais atipara- 
vant, il est nécessaire de préciser des nolions indis- 
pensables, celles de maximum et de minimum d'uue 
fonction, 


σι 
ce 
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MaximumMs ET MINimMumMms 


190. La théorie des maximums et des mirimums 
relève à vrai dire de l'Analyse. Jen ai donné une idée 
a mes Iccteurs,, lorsque nous avons éludié la vr° leçon 
du Calcul différentiel. Toutefois, dans des cas simples, 
et d’une façon générale dans toutes les questions qui 
conduisent à une fonction du second degré (ou même 
parfois à un degré plus élevé), il est facile de dcter- 
miner entre quelles limites on peut faire varier la fonc- 
tion pour que la variable reste réelle. Les limites ainsi 
trouvées nous donnent le maximum et le minimum 
de la fonction. 

Un premier exemple fera mieux saisir le mécanisme. 

Supposons qu'on vous donne ce problème à résoudre 
par l’Alèbre : 


191. Voici une règle en bois de 24 m. de longueur 7 
comment faut-il s’y prendre pour la couper en 4 mor- 
ceaux, de manière qu’on puisse construire ensuile, avec 
les segments, le reclangle de surface maximum ? 

Solution. 24 im. représentent 2 fois la base ὃ et 
2 fois la hauteur h, c’est-à-dire le périmètre. Par con- 
séquent, 12 τὴ. représentent la base + la hauteur. 

Si l’on pose : base = ὃ 
on aura : hauteur = 12 — b ; 
et c’est le produit de b par 12 — b qui doit donner la 
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surface maximum. Soit m cette surface ; nous pou- 
vons écrire : 
b (12 — ὃ) = m, 
ce qui nous donne, après les opérations effectuées : 
b?— 12b +m=0; 
d’où l’on {re la valeur de ὃ qu’on prend ici comme 
inconnue : 

1] de.‘ent alors évident que m ne doit pas dépasser 
36, sans auoi la quantité plaëée sous le radical devien- 
drait imaginaire; mais m peut égaler 36 et c'est Le 
maximum cherché. Dans ce cas, la quantilé sous le 
radical disparait (36 — 36 = Ο) 61 il reste & — 6. 

Ce qui signifie que le plus grand rectangle en sur- 
face qui aura pour 1/2 périmèire 12 ou pour périmè- 
tre 24 m., devra avoir 6 m. pour côté. C'est un carré 


construit avec la moitié du 1/2 périmètre, 


192 Même problème avec des lettres. 

Quel est le rectangle de surface maximum qu’on 
puisse former avec une droile donnée 4 ἃ ἢ 

Le 1/2 périmètre vaut 2 a. Si ὁ représente la base, 
2 a — ὃ sera la hauleur et l’on aura encore : 

b(2a—b)=m; 

d'où Da V a —m. 

Donc m sera maximum lorsqu'on aura m — a? ei 


par conséquent, on aura ὃ = α. 
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193. Problème. Pailager ‘e nombre 20 en deux parlies 
telles que leur produit soil maximum. 

Appelons le premier nombre æ, le 2*vaudra 20 -- x 
et l’on écrira l'équation : 

x (20 —-x) = m. 

Nous relombons dons le probléme précédent, car 

nous avons : 
DE 100 7m 

Si m — 100, la quantité sous le radical s’annule. 
Dont: 1-40; 

Ainsi, lorsque le nombre est divisé par 2, le produit 
des deux moitiés, soil 10 X 10 est maximum. 

En eflet, on peut voir que le produil de deux fac- 
teurs tels que 8 et 12, {1 ct 9, 7 el 13 dont la somme 
est 20, est loujours inféricur à 10 X 10 — 100. 


194. Trouver le maximum de la fonction 5 — x2. 


Posons D—x?= y, 
ou x =5—7y; 
d'où τ - V5 2 TR 


Pour que x soil réel, il faut que y ne dépasse pas 5 ; 
Ce que l'on exprime ainsi : 
La condilion de réalité pour x est 
5—y>0; d'où y=<5() 


(0) Lo signe > vout dire : plus grand ou éyal. 
le sigae < veut dire : plus petit ou égal. 


156 POUR CONTINUER L’ALGÈBRE 


c'est-à-dire que y doit être plus pelit que 5 on au 
moins lui être égal. 
y ne pouvant dépasser 5 la valeur maximum dey ou 
de la fonction est 5. Dans ce dernier cas, on a Σ 
4 -ι ἘΞ κ5--ὃ on r—0 
En donnant à & différentes valeurs, on peut cons- 
truire la courbe de la fonction. On voit alors que 
(fig. 10) 
pour x = 0, y= +5 
DE ER d 
z=E2 y—=+1 
Le Er y — — 4 
T=L4 y—=— 11 
Enlin, si l’on égale la fonction À zéro, en faisant 
y =0,onax="# V5 ou + 2,236. C'est l'endroit 
où la courbe coupe l'axe des x; + 5 et ---5 sont les 
racines de l'équation 5 — x? — 0. 
On remarquera que, quelle que soit la valeur attri- 
puce à +, le carré x? esl loujours positif. Donc, 
Quand æ varie de — à 0, la fonction ou y croît 
M CRE CE TENTE 
Quand x varie de 0 à + οὐ, la fonction ou y décroit 
de + δὰ 


ΟἿΣ 


Le maximum de la fonction est donc + 5. 


195. Nola. J'engage 105 élèves, lorsqu'ils ont à dis- 


Cuier une ronclion, à ne pas négliger d’en construire 


Fig. 


10 — Courbe de lu fonction : ὃ ---- αὐ = } 


158 POUR CONTINUER L’'ALGÈBRE 


la courbe sur un papier quadrillé, Nul exercice n’est 
meilleur pour entraîner l'esprit à la compréhension de 
notions qui, sans ce moyen, ont beaucoup de chances 
de rester obscures ou de n'être pas retenues. 


196. Quel est le minimum de la fonction 2 + x* ὃ 


Posons 2 + 2 = y, 
ou DT 2. 
d'où = + y -— 2. 


Pour que x soit réel, il faut donc qu'on δῖ : 
y—2 > 0. 

La valeur minimum que puisse prendre y est donc 
y = 2. Dans ce cas, le radical s’annulc el l’on ax = 0. 

Gelte fois, toutes les valeurs de y sonL posilives, 
que æ soit positif ou négalif (v. fig. 11). 

Si x varie de — © à -|- oo 
la fonclion décroil d’abord de + οὦ à - 2 (minimum), 
puis croîl de + 2 à + . 


197. Trouver les maximum et minimum de la fonction. 
x—6x+1l = y. 

Nous avons déjà étudié celle fonction à un autre 
point de vue dans Pour comp. le Calcul différentiel 
(n° 109 et fig. 42). lei, nous allons rechercher ses 
maximum el minimum. 

Ecrivons x— Gr +11— y =0, 


nous aurons x ΞΞ ὃ ΞΕ Vy — 2 


- 1. 
co 
doc: D ct ΒΝ 


oi 
. 
Le 
ἢ 
᾿ 
3 


-.-- 
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Pour que x soil réel, on doit donc avoir : 
y—2>0 ou y>2. 
La valeur minimum de y est par conséquent + 2. 
Mais pour y =— 2, le radical disparaîl el nous avons 
x — 3; c'est donc pour + = 3 que la fonclion a sa 
valeur minimum. 


La courbe met ces deux constalalions en pleine 


évidence ({ig. 12). 


On a pour x = 0, y = 11 
x ΞΞΆ 1 ΞΘ Τὸ 
T2 — 3 
LT = u=— 2 
x == 4 y = ὦ 
ΤΆΞΙΣ y πα ὃ 


x = 6 y = ΤΙ 
do} DE 5 

On voit que la valeur minimum a lieu pour x — Ὁ» 
lorsque y = 2. 

La courbe est symétrique par rapport à un axe 
parallèle à ΟὟ et passant par + 8. Elle ne rencontre 
jamais l'axe des æ&. La symétrie se conlinue dans 108 
deux branches ; car si l’on fait æ = — 1, y prend 
encore + 18 pour valeur qui correspond à + 7. 

Nous allons maintenant traiter le probléme d’une 
façon plus générale ; l'exemple précédent nons y ἃ 
préparés et nous ne reuconltrerons aucune difficullé 


en cours de route. 


ee) IV ee 1 [38 Τὰ 
| ER ou A RE ἐκ {50 σὰ ἀῷ ΠΣ ΘΠ [0 
vie 24 Va | 
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Fig. 12. — Courbe de la fonction : αὖ ---θὰ + 11 τ} y. 
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198. Déterminer les maximum et minimum de la fonc- 


tion. 
ax? + bx + c. 
Ecrivons aa + br +c—=7y 
ou ax? + bx + c—y = 0. 


Cherchous d’abord la valcur de x. 


— ὃ E \/B°—-4 ac + 4 ay | 


X = 4 


Pour que y 8011 réel. il faut qu'on ait : 
b® — 4 ac + 4 ay 2-0, 


ou 4 ay > 4 ac — δ, 
. Aac—b , IR 
ou υ:Ξ 7, ᾿ 81 α 65 posilif : 
&ac—b?  . HORS 
el y < ἘΡΞ ΝΣ, , 51 α est néguli]. 
Donc, 
19 Si a est positif (ou a => 0). 
4 ac — ὃ ΣΕ te D 
Rae est le minimum de y, car y doit lui être 


au moins égal. 
20 Si ἃ esl négalif (ou a << O). 
4 ac TR. b? Ê - tue A 
SERIE TS ἢ το est le naximum de y, car y doit sut être 
au plus égal. 
Dans les deux cas, le radical s'annule et l'on a 


D 


UJOUrFS — —— , 
Lou] S Ὁ = τ à 
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199. Exemple pour ἃ positif. 

Soit la fonclion 5 x? — ὃ x + 6. Cherchons son 
minimum puisque a est positif. Ona: ἃ τὸ +5, 
— ὑ — +8etc — 6. Donc: 


4 ac — b? CRE Ὅλ). Ξ ΟἿΣ LOUE A 
UT τς τς = eee ΦΜΠΙΠΉΠΙΠΙ. 


La valeur de « qui correspond à ce minimum 68} : 


200. Exemple pour a négalif. 
Soit la fonclion — 2 + 8.2 --ς 7. Cherchans son 
maximum, puisque a est négatif. On a 


a=—1,—b—=—53etc —— 7. Douc: 
4 ac — b? (4 Χ ---ἜἸΤ χ -- 7) --- 33 
PERTE aies F5 


19 : 


La valcur de x qui correspond à ce maximum est : 


DRE TS AS 
HOUSE à ADP ERA PAC 


Nous allons inaintenant aborder une fonclion un 


ou 


peu plus difficile eL qui est inscrite au programme du 
baccalauréat (Mathématiques) : celle des variations de 
l'expression 

a +bete 

ax tb Ἔ οἱ " 


\ 7 
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Fidèle à ma méthode qui va du concret à Fabstrait, 
je vais d’abord traiter deux exemples numériques. 


201. Etudier et représenter les variations de la fonction 
x +2z—3 
x — 2% +3 ° 
at +2z—3 ré fi] 
Ir +3 Δ θὶ 


Après avoir chassé les dénominateurs et transposé, 


Posons 


On ἃ: 
(" --- 1)2—2 (y + 1)4 - 8 (y + 1) =0; 
D'où l’on tire la valeur de x, soit : 
2 Ἐ1Ὸ-ὸὶ Vi +2 F1 GDS ED 
y — I 
y+i1t+Vy—2 p+2y +4. 
y — 1 
Pour que 4; soit réel, il faut qu’on ait : 
Aya +2y +40 
ou —yi+y +220. 


Changeons les signes de cette dernière inégalilé ct 


ou X — 


égalons son premier membre à zéro, puisque La quan- 
tité sous le radical doit être au moins égale à zéro οἱ 
LOUS aurons : 

y*—y—2=0, 
qui admet pour racinesy = —1 et y" —=2. 


Nous avons vu que la fonction ne peut prendre que 
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des valeurs comprises entre ses deux racines, c'est-à- 
dire entre =— 1 et + 2 (n° 143); donc, 
le minimum de la foncliouù est — 1 
ét son maximum est.....:.., + 2. 
L'inconnue x dans l'équation [2] nous donnera alors 
en remplaçant y par sa première valeur — 1 : 
zx = τ ξ — ἘΣ = ( qui correspond au 
minimum. 
et en remplaçant y par sa 2€ valeur + 2: 


᾿ 2-Γ1 À ὁ 
NE Τ — 3 qui correspond au maximum 
IE 


202. Courbe de la fonction PE 5 LA 

2 PES ES  ΞαΣΣ ΞΕΞΞ: : EFFET HET 
Es Le εἶν RE a ani 
RCA SENTE τ 1 KES" 87 DRE 


Fig, 13. — Courbe do la fonction te ae dE ἥἢ 


Poür construire la courbe, il suffit de donner à + 
dans [1] les valcurs 0, 1, 2, 3, 4, etc.; = 1, — 2, 


— 3, etc... δὲ nous trouvons ἃ 


Valeurs de x. Valeurs de y. 
— ὦ + 1 


ἘΣ 10 + 0,626 
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Valeurs de x. Valeurs de y. 

— à + Ὁ (coupe l'axe des x) 
0 — 1 (minimum) 

+ 1 0 (coupe l'axe des x) 

+ 8 + 2 (maximum) 

+ 4 + 1,9 09 

+ 10 + 1,40 

+ oo + 1 


On remarquera que la courbe n'offre pas de discon- 
tinuilé (°). 

À gauche de l’axe des y, elle se tient constamment 
au-dessous d’une droite qu'on tirerait parallèlement à 
l’axe des x, à la hauteur de y = + 1; elle ne rejoin- 
drait cette droite que pour une valeur de ἃ == — οὐ, 
Elle est donc asymptotc à cette droite, 

À droite de l'axe des y, à parlir de son maximum 
qu'elle atteint pour æ = + 3, la courbe descend cons- 
tumment et Lend vers y = + 1, valeur qu’elle ne peut 
atlcindre que pour ἃ = - οὐ. Là cncore, on voit 
qu'elle est asymptote à la droite dont nous avons 
parlé οἱ qui est parallèle à l'axe des x. 

Nous allons maintenant étudier une fonclion qui 


va nous donner une courbe discontinue. 


(1) Voir au sujet de la discon'inuilé ce que nous en avons dit au 
a° τοῦ de Pour comp. le Caleul difJérentiel. 
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208. Etudier et représenter les variations de la fonction 
2 + 3 
EE A0 
Le dénominaleur, égalé à zéro, nous donne 
x? — 7 x + 10 — 0. Cette équation admet comme ra- 
cines 2 et 5. Mais comme aucune de ces denx valeurs 
n’annule le numérateur, nous voyons que la fonction 
prendra 2 fois au cours de ses variations la forme 


T —  ; il y aura donc discontinuité, 


Egalons la fonction à y, nous aurons : 
MERS 
æ—7x +10 ΤΡ 
ou (y — 1)x?— 7 νυ + 10 y —3 Ξε. 


D'où l’on tire la valeur de x, 501} : 


2 (y — 1) , 
ou 


= Ty Vo ut +52y—12 
ÉD TMD 
Pour que x soil réel, il faut qu'on ait : 
9 y? + 527 — 12, > 0. 
Résolvant l'équation : 
9y? + 52y — 12 = 0, 
nous trouvons pour racbnes : 


4 


7 are à 
y = 7 (minimum) et y" = — 6 (maximum) 
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el pour valeurs correspondantes : 


na 2 
au MINIMUM  , Tri == 1 


au maximum —6, x'= + 3, 


204, Courbe de la fonction. 

Suivons maintenant les variations de la fonclion 
après avoir. dressé le Tableau correspondant à la 
courbe 1. (V. fig. 14). 

Pour T=—o, y—1 

« SEK MON WE ἂν = « 


&« æ——10, y—=+0,57 


D 
« Ζ2----ἱ, ,55 + D = 0,222 (minimum) 
« = Ὁ, y = 0,3 (coupe l’axe des y) 


( Xl, . y= ΞἘ1 
« ΧΦ: ΕἸ: y +3 
« ἃ, ΞΞ +- 2, 1 = +- © 
Ainsi quand z = +2, y = + οὐ, mais dès que 
nous dépassons æ æ + 2,la valcur de la fonction 
devient négalive. Passant brusquement de - © à 
— oo, il faut Suivre sa courbe sous l'axe des x 
(courbe 11). Et l’on voit que : 
pour æ—=+2,5, y——174 
€ ZX +3, y = — 6 (maximum) 
« πε +4, = — 9,5 
(.ὠ ὅτε +5, y ἘΞ — οὦ 


ἢ 
0 


à 


! ! ἱ Ϊ ? Ε H 
PRES ΜΝ] 
ἢ ἰ ἶ 
: Re 
, 4 ES | 
Et LE TON 


Ὁ ΓΕ ΙΞΕΙ ΕΒ 
ἘΠΕ ΕΙΣ ΕΈΞ 
Ϊ 
| | 
re ΕΡῚ 


Fig. 14. --- Courbe de la fonction 


τ ὦ 


ee be re 


: 


x? -- 
x — 7% 


3 π᾿ 
+ 10 


Ÿ Œe 
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Ici, nouvelle discontinuité : de — « la valeur de la 
fonction passe encore brusquement à + œ et nous 
avons la courbe [1 

pour æ—=<+5,5, y — +19 

« x = +6, y = +9,75 

QC x +7, y = +9,2 

« x = -!- 10, y = - 2,6 

« RER Ὁ ACTION 
« LT Ξε - Εἰ ἰΟυ, y = +1 


Les courbes | οἱ 1ΠΠ ont donc chacune une branche 


asymptote à une droite menée parallèlement à l'axe 
des x à une distance y = - 1. 

Une branche de la courbe I et une de la courbe ἢ 
sont aussi asy mptotes à une droite parallèle à l'axe des 
y à une distance æ = +2. 


Enfin une branche de la courbe III et une des 


branches de la courbe IT sont asymptotes à une autre 
droite menée parallèlement à l'axe des y à une distance 


155) 


205. Noia. J'engage les élèves à représenter graphi- 
quement sur un papier quadrillé au millimètre, un 
grand nombre de fonctions. C’est en même temps 
qu'un très bon exercice de dessin graphique, le seul 
moyen pour eux de se rendre un compte exact de la 
théorie concernant les variations des fonctions, quel 
qu'en soit le degré. Les courbes doivent être exéculées 
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au tire-ligne et au pistolet; et surtout n'imitez pas 
certains dessinateurs pour livres classiques, où l'on 
voil couramment des branches de paraholes raccordées 
à leur sommet par des demi-circonférences et des 
ellipses bäâciées avec deux coups de compas. 

Nous pouvons maintenant aborder la question d'une 
manière générale : 


206. Variations de la fonction 
ar? + ὃν + c 
α' χα - Εν χ τ ο ἡ 
Egalons la fonction à y, chassons les dénominateurs 
et transposons, il viendra, en égalant à zéro : 
(a— ay 2 +(b—by)x +c—cy —0 
d'où l'on tire la valeur de %, d’après la règle générale : 
Ἂν» by—b + (b— by} —4(a—ay)(c—cy) 
2(a— ay) 
Effectuons la partie qui est sous le radical et ordon:- 
nons par rapport à y, il viendra : 
πες δὲ. τοῦτα VTT ENT ET TE EN ENT" 
3 (a — αἴ γ) | 
Pour mieux suivre les variations de la fonction, 
nous allons appeler, pour simplilier la partie sous le 
radical : 
À, le coefficient de y*, soit 5 .--- 4 ac; 
B, -- dey, suit 2(2 αε' +2ac—bb') 
C. la quantité b? — 4 ac. 


"ἢ 
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Nous aurous alors : 


L by—b+ VA y + By +C 
2 (a — a'y) ; 

Les valeurs de x ne seront réelles qu’à la condition 
que Ay* + By + G soit posilif ou nul, el nous 


sommes en présence de plusieurs cas à examiner : 


1er Cas : B1— 4 AC >> 0. 

Alors le trinôme du radical a ses deux racines 
réelles, y° et y". Soit y’ > y'', nous pourrons écrire : 
AY? + By + C = À Y— y") (y — y"). 

Si À ést posilif le trinôme sera aussi positif pour 
toute valeur de y non comprise entre ses racincs, et 


dans ce cas, 
y' sera IINUINUM ; 


y" — maximum, 
Si À est négatif, le trinôme sera positif ponr les 
valeurs de y comprises entre les racines, el dans ce 


cas, 
y" Sera MATIMUM ; 


Μ᾽ — minimum. 
2e Cas : B3— 4 AC = 0. 
Alors, le trinôme a ses deux racines égales et nous 
pouvons l'écrire : 
Au? + By +C= A (y —y'}. 
Si À esl posilif, (y — y)? sera toujours posilif, 
puisque c’est un carré. 
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La fonction n’a donc ni martimum, πὲ MINIMUM. 

Si À cst négalif, on aura y = y", Car ἃ serait imagi- 
naire si À était négatif sans qu’on aity — y — 0, et 
par suite, la foncuion elle-même serait imaginaire, ce 
qui est absurde. Dans ce cas, y n'ayant qu'une seule 
valeur, il n’y a encore ni maximum, ni minimum. 


39 Cas : B1— 4 AC < 0. 
Dans ce cas les racines du trinôme sont imagi- 


naircs. 

Si A est posilif, cette quanlilé reste posilive pour 
toute valcur de y; il n'y ἃ encore ni maximun ni 
minimum. ὁ: 

À n'est jamais négalif, 

49 Cas: A =0 

Dans ce cas, il reste sous le radical By + C : c’est 
un binôme du 1 degré, et comme on doit avoir 
Dy + G > 0, sans quoi x serait imaginaire, on aura : 

C Ps 
U>— "h si B est posilif, donc un minimum sans 


maximum, 


CG 
οἱ ἢ L— ΠΗ si B est négatif, donc un maximum sans 


minimum. 


δ. Cas:A=— B=0. 
Alors le trinime Ay? + By + C se réduit ἃ C. 
C élant positif, il n’y a ni maximum. ni MINÉMUM 
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et C ne peut être négatif, puisqu’alors æ deviendrait 
imaginaire. 

6: Cas: A=0,B—0,C=0. 


Dans ce cas, le radical est nul etiln’y ἃ πὶ maximun 
ni minimum. 


HUITIÈME LEÇON 


- INTÉRÊTS COMPOSÉS ET ANNUITÉS 


207. Une somme est placée à intérêts composés 
lorsque le prêteur, au lieu de recevoir à la fin de 
chaque année, l'intérêt qui lui est dû, le laisse entre 
les mains de l'emprunteur, de manière à augmenter 
le capital. 


208. Voici un exemple: on a placé à ὃ % une somme 
de 050 fr. à intérêts composés. Quelle somme retire- 
ra-t-on au bout de 3 ans ? 

On pourrait calculer l'intérêt pendant la 119 année 
et l'ajouter au capital placé, ce qui donnerait un nou- 
veau capital à 5 %, placé pendant la 2e année. On cher- 
cherait l’intérêt de ce capital et ainsi de suite. Celtic 
méthode exigerait de longues opérations et il est plus 
simple de raisonner de la manière suivante ; 

Si 100 fr. rapportent 5 fr. en un an, 1 fr. rappor- 
tera 100 fois moins ou 0 fr. 05. 

Nous écrirons donc : 

L'intérêt de 1 fr. au bout d’un anest de.... Ofr. 05 
1 fr. vaut donc à la fin de la première année. 1 fr. 05 
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650 fr. vaudront donc : 
à la fin de la 1" année : 
650 X 1,09; 
à la fin de la 20 année : 
650 X 1,05 X 1,05 = 600 X 1,052; 
à La Gin de la 89 année : 
650 X 1,055 x 1,05 = 650 x 1,055. 

ΗΠ faut donc multiplier 650 fr. (capital) par l'in'érit 
augmenté du tau», le tout élevé à la 89 puissance, ou 
1,05} = 1,157625. k | 

On a : 650 x 1,157625 = 752 fr, 45. 

Ainsi, la valeur de 650 fr. au bout de trois ans, est 
passée à 792 fr. 45. 


209. Nous allons maintenant généraliser la question 
en mettant des lettres à la place des nombres, comme 
nous l'avons fait pour les intérêts simples dans Pour 
comprendre l'Algèbre. 

Appelons r l'intérêt annucl de 1 fr, : au bout d’une 
année, 1 fr. vaudra (1 + r) et 2, 8, 4 fr. vaudront 2, 
3, 4 fois (1 + r). 

Donc, un capital de a fr. vaudra : 

à la fin de la 119 annéo : a(l +r)s 
à la fin de la 20 année : 


AG+r)({+r)=a({ - r): 


à la fin de la 3° année: —=a(i +r); 
et à La fin de la n° année : — a (1 + r}*,. 


4 
Ὑ 
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Si on désigne par À le capital final réuni à ses 
inlérêls au bout de n années, on aura la formule fon- 
damentale : 

A=a(i +r}. 

Cette formule renferme 4 quantités distinctes qui 
peuvent tour à Lour devenir l’inconnue dans l'équation 
à résoudre : 

1° Le capital primitif a; 

2e L'intérêt annuel de 1 fr. ;: 

3° La durée du placement (n) en années: 

49 Le capital définitif À, c'est-à-dire a augmenté 
d'une certaine somme. 

De 1à, 4 sortes de problèmes sur les intérêts com- 


posés. 


210. Premier problème (A est l’inconnue). 

On demande ce que rapporleraient 2 000 fr. placés à 
intérêts composés, au taux de 5 %,, au boul de 8 années. 

À élant l’inconnue, il faut appliquer la formule 
générale : 

A —a(l+r)t où A = 2000 (505). 

Elever 1,05 à la 8 puissance conslitue déjà un assez 
long calcul ; que dirions-nous, si nous étions obligés 
d'élever 1,05 à la 255 puissance ! 

Aussi, pour abréger, emploie-t-on le plus souvent 
les logarithmes et le problème revient ici à uue 
simple addition. 


Mongux. — Pour continuer l’Algèbre. CE 
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Mais j'engage les élèves avant de continuer, à revoir 
la VITIe leçon de Pour comprendre l’Algèbre, ainsi que 
la XIe leçon de Pour compr. la Trigonoméfrie où ils 
trouveront loulcs les notions uliles pour se servir 
avec fruit des Tables de Logarilhmes ('). 

Nous écrirons donc : 

À - 2000 (1,05) ou log A + 8 log 1,05. 
La T'able donne log 2000.... 3,30103 
8 fois log 1,05 — 8 X 0,02119........ 0,1695 : 
log 8,47055 
et par suite À — 2954 fr. 96, 
211. Conseils pratiques. 

I. Lorsqu'on doit élever 1 + r à une forte puis- 
sance, comme 30 ou 50 par exemple, on fera bien de 
prendre le logarithme (qui doit dans ce cas êlre mul- 
tiplié par 30 ou 50) avec 8 ou 9 décimales, car dans 
les Tables, le dernier chiffre n'étant qu'approché, le 
produit du log. par n pourrait donner lieu à une forte 
erreur. 

Comme d'autre part, on n’a généralement à sa dis- 
posilion que des Tables à 5 décimales, le mieux est 
de se servir du pelit Tableau suivant qui donne les 
log. de (1 + r) avec 9 décimales. La multiplicalion 


(1) V. dans notre même Collection des Pour comprendre notre 
Tables de Logarithmes et tables diverses. 
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effectuée, on ne conservera que les 5 premières déci- 
males, en ayant soin de forcer le dernier chiffre, 
si celui qui suit est plus grand que 4. 

Ainsi, dans le problème précédent, pour obtenir le 
log. de 1,05, il n’y avait qu’à consulter le Tableau qui 
nous aurait fourni immédiatement le nombre cher. 
ché. Nous lisons, en cffct, en face de 1,05 le log, 
0,021 189299, soil 0,02119. 

La dernière décimale retenue est 9, parce que le 
chiffre suivant (8) est plus grand que 4. 


Logarilhimes de (1 + r) avec 9 décimales. 


EE nn —e vue men crue mn mm ce -- -- + 


NOMBRES LOGARLTHMES Ϊ ΣΕ ADI 0 ΔΙ} ΠῚ 5 


1,01 0,008 Gao 172 1,0h o,o17 033 339 
1,025 0,010 713 80h 1,045 0,019 115 290 
1,03 0,012 837 225 1,05 0,011 184 299 
1,035 o,o14 gho 350 1,055 0,023 25: Abo 
1,04 0,017 033 339 1,06 0,015 305 865 


11. Dans les banques ou autres établissements de 


“credit, on possède des Barêmes qui permettent de 


calculer très vile les sommes cherchées sans toujours 
avoir recours aux logarithimes. Nous donnons à la fin 
du volume une Table, par exemple, qui fournil la 
valeur de 1 fr. placé à intérêts composés au bout d'un 
nombre n d'années compris eutre 2 et 50. La Table 


est à 9 décimales. 
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Ainsi, nous aurions vu immédiatement que 1 fr. 
placé à intérêts composés à 5 %, devient au bout de 
8 ans : 1 fr. 477455. 

Pour 2 000 fr., on aura donc : 


2000 X 1,477455 = 2 954 fr. 91: 


C'est bien le résultat que nous avons oblenu en 
opérant par logarithimes dans le problème précédent. 


212. Second problème (a est l’inconnue). 

Quelle somme faut-il placer à intérêts composés à 
6 % pour qu'elle produise 20 040 fr. 50 au bout de la 
20€ année ? : 

Cherchons la formule à adopter, en transformant 
la formule générale ; a étant l’inconnue, cette formule 
devient : 


À 20 645,5 
[2] a CL MD τ ἣκ ou a = (06) 
On tire de [2] log a = log À — n log (1 + r), 
ou log a = log 20 645,5 — 20 log (1,06). 
: log 20 045,5... — 4,31482 
20 fois log 1,06 = 0,50620. 


log a — 3,808 62, 
Réponse : a = 6436 fr. 03, 


213. Solulion à l'aide de la Table. 
CGherchons dans fa colonne 6 %, ce que devient 
1 fr. en 20 aus : nous trouvons 3 fr. 207135. Nous 
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diviserons alors la somme finale, soit 20 645 fr. 50 
par 3,207135 : 
20 645,50 


Nous arrivons à 1 fr. près au même résullat que 
précédemment et avec beaucoup moins de peine. 


214. Troisième problème (n est l'inconnue). 

Combien faut-il d'années pour qu'un capital de 
4810 fr. placé à Ὁ % et à intérêts composés, donne une 
somme globale de 10 000 fr. 7... 

Le nombre n d'années étant l’inconnue, il faut l’iso- 
ler dans la formule générale [1]. 

Reprenons celle formule et transformons-la : 

A = a (1 + r)", calculable par logarithines, devient : 

log À == log a +nlog (1 +r); 
log À — log a 

log ( +r) Ὁ 

Si, dans cette formule, nous substituons aux teltres, 


d’où n — 


les nombres du problème, nous aurons : 
log 10 000 —— log 4810 4— 3,68215 . 


κῶν log 1,05 CROSS 2 ΝΖ. 
0.31785 
où 0,02119 15 ans. 


215. Solution à l'aide de la Table. 
Ecrivons La formule À = a (1 + rÿ® sous cette 


forme : ΕἿΣ το (1 Ἔ 2)»; 
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nous voyons qu'en divisant le capital final par lo 
capila! primitif, on oblient (1 + r}r . 


10 000 
AT 


Cherchons dans la Table au bout de combien d’an- 


Dans le cas actuel, - 


nées 1 fr. placé à intérêts composés à 5 909, donne 
2,07. En suivant la colonne au-dessous de 5 %, nous 


trouvons 2,07 en face de la 152 année, 


216. Autre problème : Au bout de combien d’an- 
nées un capilal de 15000 fr. placés à intérêts com- 
posés à À fr. 50 % s’élève-t-il à 24000 fr. ? 
24000 ᾿ς 

1: 000 


Cherchons dans la colonne de 4,5 %, le premier 


Résolvons encore par la Table : 


ombre qui surpasse 1,6; c'est le 119, 
Le temps cherché est donc compris entre 10 et 
11 ans. 


Quatrième problème (r est l’inconnue). 

Nous allons prendre les mêmes données que dans 
le probléme précédent, mais nous chercherons le taux. 

À quel laux faut-il placer un capilal de 4 810 fr. 
à intérêts composés pour qu'il conslilue au bout de 
15 ans un capilal de 10 000 fr. 2 

De la formule générale [I] A = a (1 + r)# , on lire: 


_ = (1 + τὴν d’où n log (1 - 1) = log A — log a 


ἢ 
ou log (1 + r) — LUE + a 


» 
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qui devient dans l'exemple proposé : 
log 10000 —log 4810 4---8,08210 


DEL = τ TUE 
ou log (1 + r) = ER = 0,02119; 
d'où 1 +r= 1,05 et r -- 1,05 — 1 = 0,05 (inférêl 


de 1 fr.). 
Donc, le capital primitif a été placé à 5 %. 


217. Solution à l’aide de la Table. 

La Table peut encore nous servir dans ce cas. Divi 
sons 10 000 par 4810, nous trouvons 2,07. Cherchons 
dans la colonne horizontale qui commence par 15 
{nombre d'années), le nombre qui approche le plus 
de 2,07 ; nous le trouverons dans la colonne de 5 90. 


Donc, c'est le taux cherché. 


218. Cas où le nombre d'années n’est pas entier. 

Il peut arriver que le Lemps du placement soil un 
nombre fractionnaire comprenant des années, des 
mois et des jours. Dans ces conditions, il faut rem. 


placer n, dans la formule, 


par τ s’il s’agit de mois, 
ou par 3 — , 5115 61} de jours, 


Un exemple va vous faire comprendre : 
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219. Quelle somme obliendrait-on si l’on plarait 
2500 ÿr. à Ar. 50 % el à intérêts composés, pen- 
dant 18 ans el 4 mois ? 

La formule générale [1] nous donnera : 


À = 2500 (1,045) ἜΣ 


car j'ai converti 18 ans οἱ 4 mois en mois. ou 
4 1 59 - 
ΡΥ À LAE 3 
et l’on pose, après avoir cherché le logarithme de 
1,045, soit 0,0191163 : 


log 2500... — 3,39794 
ER 
ue log 1,045 = 0,35035 


log À = 3,748 29 
d’où l’on tire À = 5601 fr. 29 


ANNUITÉS 


On appelle annuités des sommes égales que l'on 
verse chaque année et qui restent placées à intérêts 
composés, 

soit pour constituer un capital, 

soit pour rembourser une datte. 


Constitution d'un capital. 

220. Dans ce cas, chaque annuïté est versée au com- 
menrement de l’année. 

Supposons donc au’on verse une annuilé a chaque 
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année, placée à inlérêls composés, quel capital À 
aura-t-on formé au boul de n années, le taux élant 
de r pour 1 fr. ? 

Les a fr. placés au début de la 1.6 année, devicn- 


dront au bout de n années : 


a (1 Ἡ τὴ" 

Les a fr. placés au début de la 29 année, deviendront: 
a(l +r}"—{ 

Les a fr. placés au début de la 39 année, deviendront: 
α( +r}" —? 


Les ἃ fr. placées un an avant le règlement devicn- 
dront a (1 +r). 

Le capital ainsi constilué sera douc au tolal, après 
n années : 

ἃ τ α( - τὴν +a({+r)}-t+a(t<+r)t-? + 
Ἀπ RETURN 

Cette somme est celle des termes d’une progres- 
sion géométrique renversée dont la raison est (1 + 1) 
et le premier terme a (1 + r). 

Elle est facile à déterminer, si nous nous rappelons 
la formule donnée au n° 172 de Pour comprendre l’At 
gèbre. Appliquant cetle formule, nous aurons : 

a a+ Ὁ γ5-- ἢ 
(1 +r)—1 
ces al +r)[=hr)t Ad] [1] 


ἣν 
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221. Problème !. — Un industriel s'engage à verser 
une annuilé de 1000 fr. pendant 5 ans. Quel capital 
aura-l-il conslilué à la fin de la cinquième année, si 
le taux est de 5 % 2 

Appliquons la formule [1] que nous venons d'éla- 
blir, il viendra : 

1000 x 1,05 X (1,055 — 1) _ 
0,05 


1000 X 1,05 
nie X 0,276282. 


οἱ A = 21 000 X 0,276282 = ὃ δ0ὺ1 fr. 90. 


Nota. Lorsquenn'esl pas très élevé, on peul se passer 


($ 2 


de l'emploi des logarithmes, el de toutes manières on 


le trouvera dans la Table des intérêts composés. 


222. Problème Il. — Un commercant, à la naïs- 
sance de sa lille, désirerait lui assurer une dot lors- 
qu'elle accomplirail sa 20° année. Quelle somme doil- 
il verser chaque année, à partir de ce moment, pour 
constituer dans 20 ans une dot de 15 000 fr., l'ar- 
gen! élan! placé au taux de 4,5 % ? 

De la formule [1], nous tirons la valeur de a (an- 
nuilé) : 


[2] ἘΣ Ν λυ δ ιν, «ΠΡ ΣΡ. 
(ΤΉ Ε  Έ MR 


qui devient dans notre cas : 


2400 310000 SO AS UNE At 
AT 1,045 X (1,0452 — 1) (1,045) ΞΞ τ 12. 
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670 
LOL ee {1219 : à 
log a = log 675 — (log 1,045 + log 1,412) 
log 1,045 = 0.01912 
log 1,412 = 0.14983 
0,16895 
log 675 = 2,82930 
log a = 2.660355 
a = 457,45. 
Réponse. La somme à verser annuellement est do 
457 1r:45. 


On a donc a = 


223. On voit que les placements de ce genre sont 
très avantageux. Si le commerçant de l'exemple pro- 
posé, s'était contenté de mettre de côlé chaque année 
Ja somme de 457 fr. 45, il n'aurait eu au bout de 
20 ans que 457,45 X 20 = 9 149 fr. 


Remboursement d’une dette ou amortissement. 

224. Si l'on veul rembourser une certaine somme 
par annuilés, le problème change du tout an tout, 
parce que, dans ce cas, le payement des annuilés, ou 
des remboursements partiels, s'effectue toujours à {a 
{in de l’année. 

Or, à la fin de la 116 année, la delle est devenue 
À (1 +r), et l’on ἃ remboursé l’annuité a ; la dette 
est donc" À (1 + r) — a. 
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À la fin de la 2e année, cette dette est devenue : 
[AG +r)— a] ( + τ); mais il faut la diminuer de 
la nouvelle annuité verséc: donc, la dette est : 
Af(+r)—-a]({+r)—-a=A(+r)—a(t+r)a. 

Il est évident qu'après n versements, la cette est 


devenue : 


A +r}—a(l+rm-1—a(l+r}n-?..... —u = 
NT CET EUR 


La detle du début cest amortie si ce nombre est nul 


el alors on aura : 
α Ἰ(1 +r)"—1 
A (1 + Δ = LR ne 

On en déduira facilement, soit A, soit a ou n. 
Pour r, le calcul est plus délicat, car on est conduit 
généralement à une équation d’un degré supérieur au 
second, mais on peut obtenir la valeur de r par tâlon- 
nements. On aura donc : 


α [( Er Ἴ 


(5) Mn MENU) En 
Ar(i ῃ 


_loga— log (a — Ar) 


k Ἢ RTE να en 


225. Problème 1. Une ville emprunte 185 000 fr. 
qu'elle doit rembourser en 12 annuilés. Calculer ce 
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qu’elle doit donner chaque année, le taux de l'intérêt 
élant de 4,5 %. 
Prenons la formule [4] et nous écrirons : 
185 000 χ 0,045 X 1,045!2 
FER 1,045 1 
Calcul de 1,045"'2. 
log 1,045 = 0,01911 
12 log 1,045 = 0,22 932 
1,045'3 -Ξ 1,696. 


Calcul de a. 
185000 X 0,045 x 1,045’? LE 185000 X45 X 1,045? 
0,696 696 ᾿ 
ou logaz= log 185 000 + log 45 + 15 log 1,04b — log 696 
log 185 000 = 5,26717 
log 45 == 1,65321 
12 log 1,045 = 0,229 32 
7,14970 
log 696 — 2,84261 
log a — 4,30721 
a = 20 287. 
Rép: L'annuité à verser est de 20 287 fr. 
Avec les Tables à 7 décimales on trouverait 


20 288 fr. | 


296. Problème I! Pendant combien d'années devra- 
t-on verser 90° fr.58 pour éteindre une delle de ὃ 000 fr., 


le taux étant de 5 % ? 
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Prenons la formule [5] et calculons les logarilhmes 
des nombres proposés : 
À = 8 000, a -- 902,58, r = 0,05 
log 902,58 = 2,94549 
log (a — A r) ou log 502,58 = 2,70120 
diff. = 0,24420 
log 1,05 = 0,02119 
À 2,94549 — 2,/0120 _ 0,24429 Στ ἧς 
τυ Ni PTE LE DOI AS 
Rép. IL faudra verser 902 fr. 58 pendant 12 années. 


227. Calcul du taux par tâätonnement. 

Pour calculer r, inlérêl annuel de 1 fr., ou le taux 
pour 100 fr. on écrit ordinairement la formule αὐτὰ sous 
celle forme : 


(fl EVENE 


228. Problème III. Un particulier qui avail emprunté 
une somine de 100 000 fr. s’est libéré en 12 annuilés de 
11 281 fr. 40 chacune. On demande à quel taux il avait 
eniprunlé. 

Nous allons supposer que le taux élail de 4 90, sait 
r —= 0,04 ; et nous allons introduire celle valeur dans 


la formule [6]; nous verrons immédiatement si le 


. LA | F . 
quotient ΠΉΓΥ égale le quotient du second membre do 


l’'équalion. 
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Faisant r = 0,05, il vient : 


tePreuel 1281,4 11281,4 982; 
COTES τ r — 100000 x 0,04 —  4OUU 
et comme 1,04'2 — 1,601, nous aurons : 


_A+rm 1601 
TER RS TRS EM 80] 


Alors que nos deux résultats devraient το iden- 


pour = 2,00, 


tiques, nous trouvons 2,82 d'une part et 2,66 de 
l'autre; 4 % n'est donc pas le taux exact. 

Alors, essayons 6 90. En cflectuant des opérations 
analogues, nous aurons : 


τε — 1,88 et pour l’autre quotient 1,98. 
Ce n’est donc pas encore 6 90. Voyons le 5 90. 


pour 


Cetle fois, nous avons : 


a 119814 
ΡΜ ἘΣ κέν 1 me 
| (LS ΤΕΣ ον Ὁ en 
δι {ΠῚ Due LORIE 00 


Les quolients étant égaux, c'est à 5 % que l'argent 
avail élé emprunté. 

Nota. On trouvera dans l'Annuaire du Bureau des 
Longiludes pour 1915 (Gauthier-Villars, Paris, édi- 
teur) des Tables très complètes qui permettent de 
résoudre très vite les probitines traités dans celle 


leçon. 
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